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VORWORT

Die Vektorrechnung wurde um die Mitte des vorigen Jahr-
hunderts von dem Mathematiker Hermamn Grafmann (1809-1877)
und dem Physiker William Robert Hamilton (1805-1865)
begriindet. Beide haben etwa gleichzeitig, aber unabhdngig
voneinander und von verschiedenen Aspekten ausgehend, die
Vektorrechnung entwickelt. Wahrend die Ideen von GraBmann
und Hamilton zundchst wenig Beachtung fanden, hat die
Vektorrechnung in diesem Jahrhundert sehr stark an Bedeutung
und Verbreitung gewonnen. Wenn von mathematischen Struk-
turen gesprochen wird, so darf dabei heute der Vektor-
begriff nicht mehr ausgeklammert werden.

Viele rdaumlich-geometrische, physikalische und technische
Zusammenh@nge Tassen sich vektoriell beschreiben. Da die
Vektorrechnung meist eine iibersichtliche und anschauliche
Darstellung der Probleme ermoglicht, wird sie sehr hdaufig
eingesetzt und angewendet. Fiir den Schiiler und Studienan-
fanger ist es daher sehr wichtig, moglichst friihzeitig mit
den Methoden und Denkweisen der Vektorrechnung vertraut

zZu werden.

Diese Schrift ist zundchst konzipiert als unterrichtsbe-
gleitendes Studienheft fiir den Unterricht am Studienkolleg
der RWTH Aachen. Daraus ergab sich auch die Stoffanordnung:
Die Definition und Herleitung der Vektoroperationen wurde
vorangestellt, um sie fiir den gleichzeitig und parallel-
laufenden Physikunterricht bereitzustellen.

Entfdllt dieser Gesichtspunkt, so kann die Reihenfolge
leicht verdndert werden. Die Parameterformen der Geraden-
und Ebenengleichungen konnen zum Beispiel im AnschluB

an die Addition, Subtraktion und S-Multiplikation behandelt
werden. Im AnschluB an das Skalarprodukt konnen die
Normalformen besprochen werden. Auf diese Weise ergeben
sich eine Vielfalt von Anwendungs- und Obungsbeispielen
direkt zu den jeweiligen Operationen.




Dieses Heft kann auch von Schiilern und Studenten in Anfangs-
semestern zum Selbststudium benutzt werden. Auch aus

diesem Grund wurden viele Beispiele vollstdndig durchge-
rechnet und an die einzelnen Kapitel Obungsaufgaben ange-
fiigt. Ergebnisse und zum Teil ausfiihrliche Losungen befin-
den sich am Ende des Heftes. '

Die redaktionelle Arbeit libernahm Kollege Herr Dr. Heinz

Pauly, dem viele Anregungen und Verbesserungsvorschldage
zu verdanken sind.

Die Ausfiihrung der Zeichnungen sowie das Kenn-
zeichnen der Determinanten, Vektoren u.d. iiber-

nahm freundlicherweise Herr Kollege Norbert Hbhne.




1 SKALARE UND VEKTORIELLE GROSSEN

In Naturwissenschaft und Technik gibt es GroBen, die durch
Angabe der MaBeinheit und der MaBzahl festgelegt sind.
MaBeinheit und MaBzahl bestimmen den Betrag der GroRe.
Solche GroBen, die allein durch die Angabe ihres Betrages
bestimmt sind, nennt man Skalare oder skalare GroBen. Die
Zeit, die Temperatur, die Masse zum Beispiel sind skalare
GroRen. '

Andere GroBen dagegen sind erst festgelegt, wenn neben der
MaBeinheit und der MaRzahl auch Richtung und Orientierung
(Richtungssinn) bekannt sind. Man nennt solche GrdRen,

die Betrag, Richtung und Orientierung besitzen, vektorielle
GroBen. Vektorielle GroBen sind zum Beispiel die Kraft,

die Geschwindigkeit, die magnetische Feldstarke.

Im folgenden werden Vektoren als Objekte der Mathematik
betrachtet und entsprechend definiert. Dies macht zundchst
noch eine Unterscheidung notwendig. Der Mathematiker ist
in seinen Axiomen und Definitionen freier als der Natur-
wissenschaftler bzw. Physiker. In der Mathematik muB ein
Begriffsystem in sich logisch und widerspruchsfrei sein.

- Diesen Anspriichen miissen auch Axiome, Definitionen und

daraus sich ergebende Deduktionen in der Physik geniigen.
Daruber hinaus miissen sie aber auch mit den Bedingungen
und GesetzmdBigkeiten in der Natur in Einklang sein.

| DEFINITION DER VEKTORIELLEN GROSSE

Eine vektorielle GroBe ist eine GroRe, die durch
Betrag, Richtung und Orientierung festgelegt ist.

Bei physikalischen GrdBen ist zur Bestimmung des Betrages
neben der Angabe der MaBzahl auch die Angabe der Einheit
notwendig.

Kirzer, abstrakter und fiir die Mathematik ausreichend ist

Begriff des Skalars

r Skalar
skalar
skalare GrdRe

Begriff des Vektors

r Vektor
vektoriell
vektorielle Grdfe

Definition des Vektors



Definition der vektoriellen Gréfe

die folgende Definition:

Ein Vektor ist eine gerichtete, orientierte
Strecke.

Diese gerichtete, orientierte Strecke kann dargestellt wer-
den durch einen Pfeil. Die Lange des Pfeils gibt den

Betrag des Vektors an. Die Spitze des Pfeils zeigt die
Orientierung des Vektors an.

Die letztere Definition des Vektors ist die Definition

des sogenannten freien Vektors. Der Pfeil darf in der Ebene
bzw. im Raum beliebig parallel verschoben werden.

Im Unterschied dazu treten haufig - sowohl in der Mathe-
matik als auch in der Physik - die sogenannten gebundenen
Vektoren auf.

Vektoren, die ihren Anfangspunkt in einem festen Punkt

- etwa dem Ursprung des Koordinatensystems - haben, und zu
beliebigen Punkten des Raumes oder der Ebene fiihren, heifen
Ortsvektoren. Diese Ortsvektoren sind mit ihrem Anfangs-
punkt an den festen Punkt gebunden.

Auch in der Physik hat man es sehr haufig mit gebundenen
Vektoren zu tun. So kann zum Beispiel der Angriffspunkt
einer Kraft nicht beliebig verdndert werden, ohne daP

sich dabei die Wirkung der Kraft @ndert. Oft darf der
Angriffspunkt auf einer Geraden, der sogenannten Wirkungs-
linie, verschoben werden. Der Vektor ist an diese Gerade
"gebunden". Man spricht in diesem Fall auch von einem
"Tinienfliichtigen" Vektor.

Im folgenden spielen die gebundenen Vektoren zunachst eine
untergeordnete Rolle. Erst -spater im dritten Kapitel bei
der vektoriellen Geometrie des Raumes und der Ebene werden
gebundene Vektoren - vor allen Dingen Ortsvektoren -
benutzt.

Darstellung des Vektors

ol
@ >
b

—

freie Vektoren

gebundene Vektoren

r Ortsvektor



Definition der vektoriellen GréBe

In diesem Studienheft werden nur algebraische Operationen
(Addition, Subtraktion, Multiplikation) fiir Vektoren
definiert. Man nennt dieses Teilgebiet der Vektorrechnung
Vektoralgebra. Werden auch noch Differential- und
Integralrechnung einbezogen, spricht man von Vektoranaly-
sis. Dieses Heft beschrénkt sich auf die Vektoralgebra
und einige dazu gehdrige Anwendungen.

Wegen der aufgezeigten Unterschiede zur mathematischen
Definition des Vektors spricht man bei GroBen, auf die
der Vektorbegriff anwendbar ist und die durch Vektoren
dargestellt werden kdnnen, besser von vektoriellen GriRen.
Geschwindigkeit, Kraft, Feldstarke etc. sind vektorielle
GroBen.

In diesem Studienheft werden Vektoren mit kleinen latei-
nischen Buchstaben dnd dariibergesetzten Pfeilen geschrie-
ben: @, B, &, ..., X, ¥,%. Falls erforderlich oder sinnvoll,
werden zur weiteren Unterscheidung noch Indizes benutzt.

In Anwendungen, insbesondere in Aufgaben ist es iiblich zur
Kennzeichnung des Vektors Anfangs- und Endpunkte des
Vektors zu verwenden. Fiir den Vektor von A nach B schreibt
man so kurz AB.

Wenn man nur den Betrag eines Vektors angeben will, schreibt
man |3|. Dabei fiihrt man die Abkiirzung |3| = a ein. Es
gilt a > 0.




2 VEKTOROPERATIONEN

2l GLEICHHEIT VON VEKTOREN

Aus der Definition von Vektoren ergibt sich:
Zwei Vektoren @ und B sind dann und nur dann
gleich, wenn sie in Betrag, Richtung und Orien-
tierung ibereinstimmen. Man schreibt dann

> o

a=>b

Wenn zwei Vektoren a und B nur in ihrem Betrag uberein-
stimmen, so heiBt das, daB die entsprechenden Pfeile gleiche
Lange, nicht aber auch unbedingt gleiche Richtung haben.

Es gilt dann

13| = |B]

Wenn zwei Vektoren den gleichen Betrag und die gleiche
Richtung aber entgegengesetzte Orientierung haben, so
schreibt man

I--8

b heiBt Gegenvektor von 3 und umgekehrt.
(3=-B <> B =-3; merke auch A = - BA)
2i2 ADDITION VON VEKTOREN

Zwei Vektoren a und B werden addiert, indem man
den Vektor B parallel verschiebt, sodaB der An-
fangspunkt von B in den Endpunkt von 2 fillt
(siehe Skizze). Der Vektor vom Anfangspunkt von
3 zum Endpunkt von B ist die Summe 3 + b = C.

¢ heiBt auch Resultierende oder resultierender
Vektor.

gleiche Vektoren

-5
a=>b
+
a
-
. SRR
2| = |3

r Gegenvektor

vektorielle Addition

e Resultierende
resultieren
resultierend



Addition von Vektoren
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a+h
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Fur die Addition von Zahlen gelten das Kommutativgesetz
und das Assoziativgesetz. Es ist nicht schon dadurch, daB
die Vektoraddition der Zahlenaddition formal nachgebildet
ist, selbstversténdlich, daB diese Gesetze auch fiir Vek-
toren gelten. Die Giiltigkeit dieser Gesetze muB im Einzel-
fall jeweils bewiesen werden.

Dem folgenden Bild entnimmt man:

ol
[N
ol

)
+
o} o)

Bei der Addition von Vektoren gilt das Kommutativgesetz,
.

d.h. es gilt: a +B =B + 3

Nicht viel schwieriger ist der Nachweis fiir die Gultig-
keit des assoziativen Gesetzes. Hier muB allerdings beriick-
sichtigt werden, daB die Vektoren 3, B, ¢ nicht alle drei
in einer Ebene liegen miissen. Man kann aber an den folgen-
den Bildern ablesen:

Kommutativgesetz
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Addition wvon Vektoren

+ (B+¢) (34B) + € = 3 + (B+Q)

Bei der Addition von Vektoren gilt das Assoziativgesetz,
d.h. es gilt (3+B) + € = 3 + (B+d). Man kann deshalb die
Summe von drei und mehr Vektoren ohne Klammern schreiben.
Der Beweis dieser beiden Gesetze kann spdter - nach Einfiih-
rung der Koordinatendarstellung - auf das Rechnen mit Zah-
len zuriickgefiihrt werden.

Wenn die beiden Vektoren 3 und B Kréfte darstellen, dann
bezeichnet man die nebenstehende Figur als Krafteparallelo-
gramm.

Die Definition der Addition von zwei Vektoren kann auf
mehrere Vektoren iibertragen werden. Die Giiltigkeit des
assoziativen Gesetzes wird dabei vorausgesetzt.

-

5 b
a
*
N c
R
P
d
R ist die Resultierende oder die Summe der Vektoren
3, 3, E, 3, €. Man schreibt:

= — - = ->
ﬁ =a+b+c+d+e.

Assoziativgesetz

g

oy
o4

=3 L 4
a

s Krédfteparallelogramm
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23 SUBTRAKTION VON VEKTOREN

Die Subtraktion zweier Vektoren 3 und B wird
definiert als die Addition von 2 mit dem Gegen-
vektor von B. Der Gegenvektor von b ist der
Vektor -b.

Also: a+ (-B)=3-8B

@

wy

ol

Mit dieser Definition kann auch die folgende Vektorgleichung
eindeutig nach X aufgelost werden. Wenn

-

2+Xx=8

gilt, dann folgt mit der Anwendung des assoziativen Gesetzes

@+X)-3=0b-13

Daraus erhalt man
x=b-3
Als Sonderfall ergibt sich

+

el et 2

=4 o)
oy )

-
=0

Man bezeichnet den Vektor & als Nullvektor. Der Nullvektor
ist ein Vektor mit dem Betrag O.

vektorielle
Subtraktion

r Nullvektor
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2.3.1 AuFGABREN

A, 1
-+ > - -+
Ist |a| + |b| la + b| allgemeingiiltig?

A, 2
-> -+ > >
wann gilt |a| + |b| = |a + B| 2
- - > >
Wann gilt |a| = 1bl = la = b[ ?
aA. 3

E - - > -+
Wann gilt a + b +c¢c =072

A. 4

= >

Die beiden Vektoren a und b sollen gleiche Richtung und
Orientierung haben. Bestimmen Sie a+ 3| und |2 - B| ,
wenn |2| = 3 und |B| = 5.

A. 5

- I
purch die Vektoren a, b, ¢ wird ein Spat aufgespannt.
Bestimmen Sie

S T I R . -
AC, DB, FC, AG, HB, GE mit Hilfe von a, b, ¢

A. 6

= -
Die beiden Kréfte Fi und F2 sollen im Punkt P angreifen.
Es sei:

-+ =
|F,| =58, |F, L
Bestimmen Sie zeichnerisch und rechnerisch |F1 + Fyl. Fir

Py

die zeichnerische Lésung gelte 1 ¥ = 1 cm.

- 4N % (F., F) =50°
|= 12 Bl T

r Spat
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2.4 MULTIPLIKATION EINES VEKTORS MIT
EINEM SKALAR - S-MULTIPLIKATION -

Fir die Summe a + a + a + a schreibt man abgekiirzt 4a.
43. Der Vektor 43 ist daher
ein Vektor, der die Richtung und Orientierung des Vektors
3 hat und dessen Betrag |4a| = 4|3| ist. Nach diesen Er-
kldarungen ist der Vektor -33 ein Vektor, der Richtung und

. - - - =
Es ist also a + a + a + a

Orientierung des Gegenvektors von 3 hat und dessen Betrag
3|-a] = 3|3| ist. Es gilt also -33 = 3(-3).

Daraus ergibt sich die Definition des Vektors Aa, wenn
X €R:

Aa ist ein Vektor, der die Richtung von 3 hat
und der den |A|-fachen Betrag von a hat. Der
Vektor Aa ist also in der Pfeildarstellung A-mal
so lang wie ;ﬁ Wenn A>0 ist, dann ist A3 ein
Vektor, der dieselbe Richtung und Orientierung
hat wie a.

Wenn 2 <0 ist, dann hat 23 dieselbe Richtung und
Orientierung wie der Gegenvektor von 3.

Fiir den Sonderfall x = 1 gilt 1-3 = 3.

Weiterhin gilt 08 = 0 (Nullvektor).

Fiir die Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl wird
festgelegt, daR das Kommutativgesetz gilt. Es soll also
sein: A3 = a-\.

Es handelt sich hierbei um eine nicht beweisbare Vereinba-

rung, da 2-) nicht definiert wurde (Axiom).

Die folgenden drei Gesetze sind jedoch beweisbar:

1. m(n 3) = n(m 3) = (m-n)ﬁ =mna Assoziativgesetz

2. (mn)a =ma+n 1. Distributivgesetz

=

=
a
3. m(§+ ) =m [

o o)

+m 2. Distributivgesetz.

Es gibt also bei dieser Art der Multiplikation zwei
Distributivgesetze. Weiter muB beachtet werden, daB in den

S-Multiplikation

-+ -+
d4a, -3a
-
o
.,.).
da

-
7
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Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar - S-Multiplikation

auftretenden Produkten nur ein Faktor ein Vektor sein darf,
da bisher ein Produkt aus zwei Vektoren noch nicht defi-
niert ist.

Die Richtigkeit des assoziativen Gesetzes kann man aus
folgendem Bild ablesen: (firm =2, n = 3; allgemein

ebenso) m(n 3)
:_ LY L L LY
- . T Ll g
a
=3
na
n(m 3)
1 LY LY b9 N
LB e L4 rd Ll Cal
a
=5
ma

Die Gliltigkeit dieses Gesetzes ergibt sich hier aus der
Definition des Produktes Aa.

Auch der Beweis fiir die Formel 2 kann leicht aus einem
Bild abgelesen werden:

- > =
m a na ma
L' L LY e b LY LY
4 L .l v 7 L, > >
- ->
a a
H—-t
+
na
> \ { - P
-+ - >
a (m+n) a (m+n) a
—
+
a
wenn m, n >0 wennm>0und n<0

Der Beweis fiir das 2. Distributivgesetz kann leicht mit
Hilfe des Strahlensatzes gefiihrt werden.




15

B,

also §ﬂé =mSA,, SB,=mSB,, AB.=mA.B

12 2 1° 22 1]
Setzt man nun §ﬁ1 =3 und AlBl =5
so erhalt man:
Sﬁz =3 +DB und _EE = m(a+b)
nun ist aber:
§§E = §"E - 'EEE also m(a+b) =ma +mb

2.4,1 EINHEITSVEKTOREN

Wichtig sind Vektoren, die den Betrag 1 haben. Man nennt
solche Vektoren Einheitsvektoren. Einheitsvektoren werden
besonders gekennzeichnet: 30 (gelesen "a oben 0") oder
durch den Buchstaben e (eventuell mit Index).

30 ist ein Vektor, der die Richtung und Orien-
tierung von 3 hat, dessen Betrag aber gleich 1 ist.
30| = 1

r Einheitsvektor



16 Einheitsvektoren

20 heift Einheitsvektor von a.

Fiir jeden Vektor a gilt:

wy
o

> > ->
a=|al -a%=a-

oder

y
IH

30 = a

falls |a] = 0

ot
3o
VI TR

|a]

Man kann also jeden Vektor mit Hilfe seines Betrages und
seines Einheitsvektors schreiben.

a2 =32ao°

bedeutet, daB 3 den Betrag 3 hat.

2.4,2 ZeErRLEGUNG EINES VEKTORS IN KOMPONENTEN

Zwei oder mehr Vektoren kann man zu einem resultierenden
Vektor addieren. Umgekehrt kann man einen Vektor 2 in zwei
oder mehr Vektoren zerlegen, die dann bei der Addition
wieder den urspriinglichen Vektor ergeben miissen. Man nennt
diese Vektoren, in die ein Vektor zerlegt wird, Komponen-
ten des Vektors. Diese Zerlegung ist immer eindeutig. Wie
das untenstehende Bild zeigt, handelt es sich bei dieser
Zerlegung um die Umkehrung der Addition. Man zeichnet durch
den Endpunkt von 3 die Parallelen zu den gegebenen Richtun-
gen. In den Schnittpunkten der Parallelen mit dem jeweils
anderen Richtungsstrahl erhalt man die Endpunkte der
Komponenten 31 bzw. gé von a.

e Vektorzerlegung

w

-
- > & -+ a,
a = a a

1 2
e Komponente

e Vektorkomponente



Zerlegung eines Vektors in Komponenten
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Die folgenden Beispiele zeigen die Zerlegung eines Vektors
¢ in die Richtungen von aund B. 3 und B sind in allen Bei-
spielen gleich.

5
b
-
- a N
c x—>
-3
b
-+
a -
> > c
¢t=1,5%32+ 2
Sy P 5 »
C==ad =»D
s 3 2
= >
a
-
[#

2.4,3  AUFGABEN

A. 7

e

Zeigen Sie, daB der Vektor a©® + 3b die Richtung der Winkel-
halbierenden des Winkels o zwischen den Vektoren 3 und b
hat.

A. 8

a) Zeigen Sie, daB |a°| + |bOo| = |2° + 5°| nicht allgemein-
giltig ist.

b) wann gilt |a°| + |B°| = |3° + 3°| >

A. 9

Zeigen Sie, daB die Mittelpunkte der Seiten eines beliebi-
gen Vierecks ein Parallelogramm bilden.




18
Aufgaben

A. 10

Welche der folgenden Gleichungen sind falsch? Welche sind
richtig? Welche kénnen richtig sein?

-+ -5 +0
1) a=3b 2] B2 =i

3) a% = - 1o 4) a-2=5%

5) |a°| = |B°| 6) |ao| - |Bo| = |30 - B°
A, 11

3 =
Die beiden Vektoren a und b spannen ein Parallelogramm auf.

P teilt AB von A aus im Verhdltnis 2:1. Q teilt BC von
B aus zm VErhaltnls 3:1 (siehe Skizze). Driicken s;e den
Vektor PQ durch 2 und b aus. AR ist parallel zu PO und
trifft CD in R. In welchem Verhdltnis von D aus teilt R

die Strecke DC ? S und T g;nd die Mittelpunkte von PO und
AR. Driicken Sie ST durch a und 3 us.

2.4.4  KOORDINATENDARSTELLUNG EINES VYEKTORS

Ein wichtiger Sonderfall der Vektorzerlegung ist die
Zerlegung eines Vektors im Koordinatensystem in Komponenten
in Richtung der Koordinatenachsen. Jeder Vektor, dessen
Anfangspunkt im Koordinatenursprung liect, kann auf

diese Weise eindeutig zerlect werden.

Beziiglich der Wahl des Koordinatensystems wird folgende
Vereinbarung getroffen:




Koordinatendarstellung eines Vektors
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a)

Das ebene Koordinatensystem

Der Winkel zwischen x- und y-Achse so1l 90° betragen.
Die Achsen werden so angeordnet, daB sich die x-Achse
im Gegenuhrzeigersinn auf kiirzestem Wege in die y-Achse

drehen 13aBt.
al».y

v

Das dreidimensionale Koordinatensystem

x-Achse und y-Achse werden so angeordnet, wie unter a)
beschrieben. Die z-Achse ist senkrecht zur x-y-Ebene

unc zwar so, daB nun die y-Achse im Gegenuhrzeigersinn
auf kirzestem Wege in die z~Achse gedreht werden kann

A Z

+
v

X

Das so festgelegte Koordinatensystem heiBt ein Rechtssystem.

Spreizt man Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger der rech-

ten Hand rechtwinklig zueinander, so entsprechen sie in

dieser Reihenfolge der x-, y- und z-Achse eines Rechts-

systems. (Rechte-Hand-Regel). In diesem Heft wird stets

ein Rechtssystem benutzt.

s g + . . i e
Im zweidimensionalen Koordinatensystem wird ein Vektor a

in Richtung der x-Achse bzw. in Richtung der y-Achse so

zerlegt, wie in 2.4.2 beschrieben. Man projiziert den

Vektor auf die x-Achse bzw. auf die y-Achse, d.h. man

zeichnet durch die Pfeilspitze die Parallele zur y-Achse

und erhdlt die Komponente Ex auf der x-Achse und man
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Zeichnet ebenso die Parallele zur x-Achse und erhalt die
Komponente 3& auf der y-Achse.

AY
-+
-+ a
ay
A
> -
e
y <% ay 5
. L4
e, A

4 -+ - >
Es gilt nun a = a, + ay

Mittels der Einheitsvektoren 3* in x-Richtung und 3& in
y-Richtung kann man nun schreiben
> ++ -
a = ae a, e,
a, und a heiBen die Koordinaten des Vektors 3.
Zur Abkirzung wird folgende Schreibweise vereinbart:

o > - a
= - x
a=ae + a, ey (ay)

Diese Darstellung ist die sogenannte Koordinatendarstellung
des Vektors a. '

Genauso eindeutig wie im zweidimensionalen Fall 1dRt sich
im Raum ein Vektor a in Richtung der x-, y- und z-Achse
zerlegen. Dazu wird der Vektor zundchst in die x-y-Ebene
projiziert, d.h. man zeichnet durch den Endpunkt 3 die
Parallele zur z-Achse. Diese trifft die x-y-Ebene in P.
Der Vektor OP wird nun, wie bereits erkldart, in x- und in
y-Richtung zerlegt.

e Koordinaten-

darstellung
-5
a = (3X)

Ry
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,1\ z
A
-’
3z
J\q -+
a
€,
0 . L B Y
e, 3 =
gx y y y
-5
ax
z’ P

X
Auf diese Weise erhdlt man Ex in x-Richtung und 3& in
y-Richtung. Die Parallele zu OP trifft die z-Achse und
legt die Komponente 32 in z-Richtung fest. Fiir den Vektor
g'gilt nun:

Die Einheitsvektoren in x-, y- und z-Richtung nennt man
e .,e,¢
X* “y¥ g
Analog zum zweidimensionalen Beispiel schreibt man jetzt
a-a e +a & +a_ 2
X TX y oy y Cy

In der "Spalten"-Schreibweise

3=a @& +a & +a 8 = gx
UK Yy oy TSz ay
z

erhdlt man nun die Koordinatendarstellung des Vektors a.

Bisher wurde davon ausgegangen, daB der Anfangspunkt des
Vektors 3 im Ursprung 0 des Koordinatensystems liegt.

Dies geschah nur aus Griinden der besseren Ubersichtlichkeit.
Durch seine Koordinaten ist aber jeder freie Vektor a,

der seinen Anfangspunkt in irgend einem beliebigen Raum-
punkt P hat, eindeutig festgelegt. Im zweidimensionalen
Bild soll dies veranschaulicht werden.
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Y 4
-
a -
ay
5
aX
F 3
e
Y
- LY
- 7 7 X
e!

3:=3 +3 =a 28 +a 2 = (X

T % 7 % 7 % Tx y oy 3y

Aus der Koordinatendarstellung 1daRt sich mit Hilfe des
pythagoraischen Lehrsatzes leicht der Betrag eines Vektors

berechnen:

3] =/ax2 + ay2 bzw. |3 =/ax2 + a;' + aZ2

Ebenso kdnnen die bisher erkldrten Vektoroperationen in
der Koordinatendarstellung leicht und iibersichtlich durch-
gefiihrt werden.

Gleichheit von Vektoren: Zwei Vektoren 3 und B sind dann
und nur dann gleich, wenn die entsprechenden Koordinaten
gleich sind.

-+ ax -+ bx
Es seien a = ay und b = by
a bz
z
dann folgt aus a=b
ay bx
a’| = b
ay bY
z z
und ax = bx
=b
3y
a, = b,

Einer Vektorgleichung entsprechen also drei skalare Glei-
chungen.
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Fir die Addition bzw. Subtraktion gilt:

-> > -> - - - -+ -5
a+h = (axex + a e, + azez) + (bxex + byey + bzez)
= > -
= (ax + bx)ex + (ay + by)ey + (az + bz)ez
a b a_+*b
oder kurz 3 + B = a; + b; = a; + b;
ay bz a; & bZ

Die Addition zweier Vektoren 3 und B in der x-y-Ebene ist
im folgenden Bild veranschaulicht.

A Y

++B-(++3)+(++E)'a+bx

a = {4 . ay y 2 by

Fur die S-Multiplikation gilt

a Ad
Aa = A(a e + +ae.) =2 |at]| = [xX
( XX Yy z Z) ay ray

z z

Dieser Sachverhalt kann, wie die Addition, fiir den zweidi-
mensionalen Fall ebenso Teicht veranschaulicht werden.

Die Beweise fiir Kommutativ-, Assoziativ- und Distributiv-
gesetze lassen sich nun leicht auf die bekannten Rechenge-
setze fir Zahlen zuriickfiihren.

Dies sei hier nur an einem Beispiel erldutert.

- =

= =
mna=m(na)=n(ma)=(mn)a
a na ma mn a
X
m n agl =m in a; =n |m a; = (mn a;
a
a, na m a; mn aj
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2.4,5 LINEARE ABHANGIGKEIT VON VEKTOREN

Zwei Vektoren, die parallel sind, heiBen kollinear. Sie
konnen dann so verschoben werden, daR sie auf ein und die-
selbe Gerade fallen. Fiir zwei kollineare Vektoren 2aund B

gilt die lineare Beziehung a=mb meR 1)
Aus
a mb
3; = mg;
a, mb>
folgen die Gleichungen o, = mbx
= mb
By T ™y
a, = mbz

die alle drei fiir dieselbe Zahl m erfiil1t sein miissen.

Wenn drei Vektoren 3, B, ¢ des Raumes so verschoben werden
ktnnen, daB sie in ein und dieselbe Ebene fallen, heiBen
sie komplanar. Jeder der drei Vektoren 3, B, ¢ kann dann
eindeutig in die Richtungen der beiden iibrigen Vektoren

zerlegt werdenz). Es gilt dann zum Beispiel

> > > m, n € R
a=mb+nc
Hieraus erhdlt man die folgenden drei skalaren Gleichungen

=m +
a bx n Cx

X

a = b +n

y ~ LBy T ey
aZ =m bZ +n c,

die alle drei durch dieselben Zahlen m und n erfiillt sein
miussen. Aus zwei dieser Gleichungen bestimmt man m und n.
Die erhaltenen Lésungen miissen auch die dritte Gleichung
erfillen.

> . B3
1 In dieser Darstellung darf b nicht Nullvektor sein. Ist a
Nullvektor, so ist m = O. VereinbarungsgemdB ist der
Nullvektor zu jedem Vektor kollinear.

2 Es wird vorausgesetzt, daB nicht 2 oder alle 3 Vektoren
kollinear sind. Die Beziehung, die auch diese Sonderfdlle
beschreibt, ist auf S. 25 unten bzw. S. 26 oben angegeben.

kollineare Vektoren
e Kollinearitat

komplanare Vektoren
e Komplanaritat



Lineare Abhdngigkeit von Vektoren

25

- ! o : = 2
Beispiel: Es sei a = [ 7 b = 2 c= |1
-9 -2 3
Ansatz a=mb +n ¢
das heift l=m+ 2n
7=2m-n
9 ==2m+ 3n

Aus den beiden ersten Gleichungen findet man fir m = 3 und
fiir n = -1. Die Vektoren a, b und ¢ sind nun komplanar,
wenn diese Zahlen auch die dritte Gleichung erfiillen. Dies
ist wirklich der Fall, sodaB gilt

3=3B-7¢

Da die drei Vektoren 3, B, ¢ jedoch gleichberechtigt sind,
konnen auch B und ¢ jeweils in Richtung der beiden ibrigen
Vektoren zerlegt werden. So sind auch die beiden anderen

- Gleichungen

> > >

->
b = mla + nlc

-
bzw. ¢ = mza + nZE

moglich. (Vgl. Aufgabe A 12)

Die Kollinearitdt bzw. die Komplanaritdt von Vektoren

sind Sonderfalle der linearen Abhdangigkeit von Vektoren.
Zwei Vektoren, die kollinear sind, heifen auch linear
abhdangig. Ebenso nennt man drei Vektoren, die komplanar
sind, linear abhingig. Allgemein nennt man m 3 +n B

eine Linearkombination der Vektoren 3 und B und
ma+nb+ p ¢ ist eine Linearkombination der Vektoren

3, B und ¢. Dabei diirfen m, n und p nicht alle gleichzeitig
Null sein.

Die Kollinearitatsbedingung fiir die Vektoren 3 und B
a=mb
wird haufig in der Form

- =
mla + nlb = 6

geschrieben, wobei my # 0v n, # 0. Ebenso kann auch die




26

Komplanaritdtsbedingung fiir die drei Vektoren 3, B, € in
der Form
a+nb+p =0

figd ™ N30 = By
geschrieben werden, wobei my # 0 v hl #0vp#0.
Man braucht diese Gleichungen nur durch eine der Variablen
(ml, nys pl) zu dividieren, um eine der vorherigen Gleichun-
gen zu erhalten.

Zum AbschluB dieses Abschnitts sei noch vermerkt, daR die
drei Vektoren 3, b, ¢ komplanar sind wenn die Determinante

a b ¢

D= |aXpX X den Wert Null hat.
Y Y Y
aZ z cZ

Herleitung und Beweis erfolgen spater (siehe Spatprodukt).

2.4,6  AuFGAREN

A. 12

Zeigen Sie, daB fiir die Vektoren

1 k! 2
- -> -+
a = 7 b= |2 c = |=1
-9 =2 3
x = = - - - >, ,
gilt b = m,a + n,c bzw. ¢ =m,a + nzb, indem Sie
ml, n, und m,, n, berechnen.
A. 13
. - B - -
Gegeben ist a = 3 e + 2 e -5e und
= - »7 - =
b=2e -4e +e
X y z
5 > - s
Berechnen Sie 2 a + 4 b und 3 a - 2 p.

A. 14
Die drei Punkte Pl (1/ -3/ 5), P2 (=1/ 5/3), P3 (2/ =-2/1)
bilden ein Dreieck.
— —— —_—
a) Driicken Sie die Vektoren P,P., P.P. und P P. mit Hilfe
12 2°:3 13
ktoren ; = 65 ; = 65 und ; = 5; aus
der Ortsve 1 17 I 2 3 3 .
b) Welche Koordinaten hat der Mittelpunkt der Seite Ple?

¢) Welche Koordinaten hat der Schwerpunkt des Dreiecks?
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A, 15 . 5 . -
Die beiden Krdfte F, = |3 |N und F_. = |([-6| N

B I

haben einen gemeinsamen Angriffspunkt. Welchen Betrag F

- - =
hat die Resultierende F = F, + F2 der beiden Krédfte?

1
A. 16
a) Welche der Vektoren
1 -2 2 2
-> -+ - >
a= |[|-2 b = 4 = - d= |3
3 7 6 4
sind kollinear?
b) Welche der Vektoren
- 1 5 3 Py 15 & -9
a = 2 b = |-1 Cc = 2 d= |=-4
-3 2 -1 5

sind komplanar?

A. 17

a) wWie muf3 man x und z wdhlen, damit die Vektoren

4 e

- -

a= |-2 und b = | 4 kollinear sind?
w3 z

b) Wie muB man y wdhlen, damit die Vektoren

i 2 i 1 = 1
a= |-1 b = 3 und ¢ = y| komplanar sind?
3 =2 -9
A, 18 L g
Zeigen Sie, daB3 sich die Kraft F = 1| N in die Richtungen
10
N 2 » -3
von a = 3 und b = | 5 zerlegen 14Bt. Geben Sie die
-2 2
- &+

Komponenten Fa in Richtung von a und Fb in Richtung von

-
b an.
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2:5 DAS SKALARE PRODUKT ZWEIER VEKTOREN

Definition: Unter dem skalaren Produkt der Vekto-
ren 2 und B versteht man das Produkt aus den Be-
tragen von 3 und B und dem Kosinus des Winkels
zwischen den Vektoren 3 und b

-

- B=13] - |B| cos x (3, B

b)

w

Das Ergebnis des Produktes a - b (gelesen "a Punkt b") ist
also eine reelle Zahl und kein Vektor. Daher auch die
Bezeichnung Skalarprodukt. Der Winkel, den zwei Vektoren
einschlieBen, liegt zwischen 0% und 180°. Wenn

% (3, B) > 90° ist, so ist 3 - B < 0.

Eine wichtige Anwendung des Skalarproduktes in der Physik
stellt die Berechnung der Arbeit dar. Die Arbeit, die eine
konstante Kraft F ldngs eines geradlinigen Wegstiickes 3
verrichtet, ist

F-3$= ]E] - 3] cos = (F, 3) = Fi s

mi

-
F1

3
Dabei ist Fﬁ die Projketion des Vektors F'in die Richtung

von S. Oder anders ausgedriickt: ?& ist die Komponente der
Kraft F in Richtung des Weges.

Aus den folgenden Zeichnungen 13dBt sich fiir das Skalarpro-
dukt auch der folgende Zusammenhang ablesen:

Ist 35 die Projektion des Vektors a auf den Vektor B bzw.
Bé die Projektion des Vektors B auf den Vektor 3, so gilt:

$-B-3 -B-%E,

s Skalarprodukt
skalares Produkt
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A
v

o
w

&
oy

W
/
ol

ba

-

b,

= —

b
Denn nach der Definition ist 3 - B = |3||B| cos = (3,
Nun ist aber |3| cos = (3, b) = +|3,| je nachdem, ob
m(g, 3) kleiner oder grofer als 90° ist.
gb - B ist aber 35 - B = 1{3b|13|
Und zwar gilt das Pluszeichen, wenn x(3, B) < 90° ist.
B und gb haben dann gleiche Orientierung und es ist
%(3, B) = 0 d.h. cos =(3 B) = + 1.
Das Minuszeichen gilt, wenn a(g} 3) > 90% ist. Dann haben
Eb und B entgegengesetzte Orientierung und es ist

=

b).

a(?b, E) = 180° d.h. cos a(gb, B) = - 1. Daraus folgt also
2B = gb . b. In entsprechender Weise kann man zeigen,
daB

3-8-3-8, gilt.

Aus der Definition des Skalarproduktes ergeben sich wesent-
liche Unterschiede zur Zahlenalgebra.

1) Das Produkt ganzer Zahlen zum Beispiel ist wieder eine
ganze Zahl. Das Skalarprodukt zweier Vektoren ist aber
kein Vektor (!) sondern eine Zahl.

2) Das Produkt zweier Zahlen ist dann und nur dann 0, wenn
eine der beiden Zahlen 0 ist. Das Skalarprodukt ist eben-
so 0, wenn einer der beiden Vektoren der Nullvektor ist.
Es ist aber auch dann 0, wenn die beiden Vektoren
senkrecht zueinander sind (cos 90° = 5} 1

3) Das Assoziativgesetz ist nicht erfiillt. (32 B) T ist ein
Vektor in Richtung von C. g(g;z) ist dagegen ein Vektor
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in Richtung von a. Also ist im allgemeinen
(@ B) ¢+ 3B 3).

4) Es gibt keine Umkehrung (Division) zur Produktbildung.
Aus 3 X = b kann X nicht eindeutig bestimmt werden,
wenn a und b bekannt sind. Aus der Zeichnung ersieht

. gibt, fiur die

man, daB es beliebig viele Vektoren 11

> >

y =+ = S
gilt a x = a X] =2 Xy eun = b

o2

oy

5) Fir das Produkt a - a schreibt man kurz 32

Schreibweise bedeutet eine Abkiirzung, jedoch nicht die

. Diese

Definition einer Potenz. Im iibrigen sei darauf hinge-
wiesen, daB gzi'ga'usw. keinen Sinn haben, da das Skalar-

produkt nur fiir zwei Faktoren definiert ist.

Das Kommutativgesetz ist fiir die skalare Multiplikation
jedoch erfiillt. Dies erkennt man leicht aus der Definition
fur das Skalarprodukt:

=B - 3=|3| - |B| cos %(3 - B)

=

=
a

Auch das Distributivgesetz ist gliltig . Die Giiltigkeit die-
ses Gesetzes soll hier jedoch nur fiir den Sonderfall be-
wiesen werden, daR die drei Vektoren 3@, B, € in einer Ebene
(z.B. in der Zeichenebene) liegen.
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y
X

od

W
w4

. g == -
Aus der Zeichnung liest man ab: (b + C)y = Ea + ?a
Also kann man schreiben:
B + %) =3B +_€)a - E'Eé + E'Ea =a-B+3-¢

Der Beweis fiir den Fall, daB € nicht in der Ebene, die von
3 und B aufgespannt wird, liegt, wirft etwas groPere Proble-
me mit dem rdumlichen Anschauungsvermogen auf. Deshalb

wird hier auf den allgemeinen Beweis verzichtet.

Bei einem Produkt zweier Summen oder Differenzen ist das
Distributivgesetz wiederholt anzuwenden.
Beispiel: (3+B) - (€-3) =3¢-3d+B¢-81

Als weiteres Anwendungsbeispiel kann nun mit Hilfe der Vek-
torrechnung der Kosinussatz der ebenen Geometrie bewiesen
werden.

Im nebenstehenden Dreieck
1liest man ab:

= - .
2 - a+b=¢
b
oder 3=¢ -8
nun ist

3.3 = (B-2)(B-2) = B2+&2-2Be
ar & b +c2—2bc cos A(EE)

oy

Dies ist der Kosinussatz.

Mit Hilfe des Distributivgesetzes kann nun die skalare
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Miltiplikation zweier Vektoren 32 und B in der Koordinaten-
darstellung ausgefiihrt werden.

Es ist
> - - > - -
a b= (axex + ayey + azez) (bxex E bue, + bzez)
- = - -+ =
axbxexex + axbyexey axbzexeZ
+abee +abeé +abee
y xyxXx Y- yy.y yzyz
+ab g g +abee +abese

2L K z°y®z%y 2222

Vorausgesetzt und benutzt wurde das Kommutativgesetz fiir
die Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar:

zum Beispiel a. é. b é =ab e e
P XOX XX OTXOXOX X

Da die Einheitsvektoren 3*, 3&, 32 paarweise senkrecht
zueinander stehen, gilt

-> - -> - -> =

€8y = eyey =ee, = 1

> > > =+ +> =+ > > > > > >
und exey =ee, = e, = eyex =ee. = ezey =0

Fiir das Produkt 32 * B erhdlt man somit

- =
a-bs= axbx + ayby + azbz

bzw. in anderer Schreibweise

a b
e X X _
a-b-= :y i Ey £ axbx + ayby + azbz
y4 z
Beispiel: Fir a =| 2 und b = |-4
-5 -1
S 3 2
ist also a-b=1|2|{-4] =6-8+5=3
-5/ |-1

Das Skalarprodukt ermdglicht es auf einfache Weise den
Betrag eines Vektors und den Winkel zwischen zwei Vektoren
2 und B zu berechnen.

> >

a*b =a b +a b +a b
XX VYV 22

Das Skalarprodukt in

Koordinatendarstellung



33

Fir a = (aﬂ ist 32 =a_ +a, + a2
y z
a
z
s f7 7 2
also lal] = a = #/ax + a, + 3,

Diese Formel war schon mit Hilfe geometrischer Uberlegungen
(pythagordischer Lehrsatz) hergeleitet worden.

Die Definitionsgleichung fiir das Skalarprodukt

3 - b =1|3||B| cos (3, B)

wird nach cos 1(3, E) aufgeldst. Dann ergibt sich
- =

a b axbx + ayby + azbz

cos #(a, E) =i = 5
|al |b] |al - |b]

Auf diese Weise kann der A(g, E) eindeutig berechnet werden.

Beispiele:
-+ - -> - e - = -+
1. E; wir a = 3ex + Zey - Sez und b = 2eX - 4ey - e, und
a-b=3
Mit |3| = /38 und |B|= /2T st
> o 3
zcos (a, b) = —— = 10,1062
/38 -+ /21

Der Winkel =(3, B) ist also 83,9°.

-1
3 ergibt sich:
4

[AS]
M
{ o
=
[s7]
1]

3
2 und B
5

a*b=-3+6-20
und |3| = /38 sowie |B|= /26

Damit ist cos a(g, K) S 0,5408

V38 - V26

und der Winkel #(3, B) = 122,7°.

= 17
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2.5,1  AUFGABEN

A. 19

4
Gegeben sind die Vektoren Z = | 8 und 3 =17
-4 4

- -
Berechnen Sie a) |a[ und !b]

b) 30 und 30

c) den Winkel zwischen 3 und 3

A. 20 2 -5
a) Zeigen Sie, daB die Vektoren ; = (=1 und E = 2
4 3

senkrecht zueinander stehen.

b) Wie muB man y wdhlen, damit die Vektoren

1 6
- >
a= |2 und b = |y senkrecht zueinander stehen?
4 1
A. 21 4 2
- -+
Gegeben sind a = |2 und b = | O
3 -2

-
a) Welchen Winkel schlieBen a und b ein?
> > > >
b) Berechnen Sie a e und b e

- -
c) Welchen Winkel schlieBt a mit der x-Achse und b mit
der y-Achse ein?

A. 22 3
Wie muB man y und z wihlen, damit der Vektor ¢ = y
- z
senkrecht zu der Ebene ist, die durch ; = 1J
5
-+ 4
und b = 2 aufgespannt wird?
-2
A. 23
. -* '+
a) Gegeben sind die beiden Vektoren a und b. Zeigen Sie,
= 5 E —+ - *'3 -
daB gilt b_ =222 und a, = £23
a 2 b
a b
10 1
- -> - -
b) Berechnen Sie ba und ab wenn a = 5 und b = |8
1o 4
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2.6 DAs VEKTORIELLE PRODUKT ZWEIER VEKTOREN

Neben dem Skalarprodukt wird noch ein weiteres Produkt
zwischen zwei Vektoren 3 und B definiert: Das Vektorprodukt
oder das vektorielle Produkt. Das Ergebnis dieser Vektor-
operation ist wieder ein Vektor. Daher der Name Vektorpro-
dukt. Bei der Definition dieser Operation missen also

Betrag, Richtung und Orientierung eines Vektors festge]égt
werden.

Definition:

1. Fir den Betrag des Vektorproduktes 3a x B
(gelesen "a kreuz b") wird definiert

3 x B = [3]|B] |sin (3, B)|

2. Der Vektor 3 x B ist senkrecht zu 3 und senk-
recht zu B, das heiBt senkrecht zu der Ebene,
die durch die Vektoren 3 und B aufgespannt wird.

Fur die Orientierung gibt es nun zwei Moglichkei-
ten. Deshalb wird weiter festgelegt:

3. Die Vektoren a3, B und 3 x B bilden in dieser
Reihenfolge ein Rechtssystem.

Veranschaulichung der Festlegung 3: Hd1t man den Daumen der
rechten Hand in Richtung und Orientierung von 3 und den
Zeigefinger in Richtung und Orientierung von b, dann gibt
der Mittelfinger senkrecht dazu Richtung und Orientierung
von a x B an. (Dreifingerregel der rechten Hand)

Eine andere Veranschaulichung ist fiir den Sonderfall, daB

3 und B senkrecht zueinander sind, méglich: Legt man 3

in die x-Achse eines rechtwinkligen kartesischen Koordina-
tensystems (Rechtssystem) und B in die y-Achse dieses
Systems, so liegt 3@ x B in der z-Achse dieses Systems.

Ein wichtiges Beispiel filir die Anwendung des Vektorproduktes
in der Physik ist das Drehmoment.

s Vektorprodukt

vektorielles Produkt

a4y

Wy

o'y

o4

LR
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Es ist: M=1r x F

Dabei 1ist dann

M = [FIIF] Isin 3(%F)|
g = F

g

Y

a = |¥| |sin a(¥, F)|

M ist ein Vektor, der in der Drehachse liegt. Die Orientie-
rung von M ist so festgelegt, daB bei einer Drehung des
Korpers im Uhrzeigersinn (vgl. Bild) der Vektor M vom Be-
trachter aus in die Bildebene zeigt.

Aus der Definition lassen sich wichtige Eigenschaften des
Vektorproduktes ableiten:

1. Der Betrag des Vektors a x b ist gleich der MaBzahl der
Parallelogrammfldche, die durch die beiden Vektoren
aufgespannt wird.

mit h = b |sin 3(3, B)|ist
3 x B| = |3][B][sin (3, B)|
b =a - h

a
2. Das Vektorprodukt hat den Betrag 0, wenn einer der beiden
Vektoren Nullvektor ist oder wenn die beiden Vektoren

parallel sind. (Der Fldcheninhalt des aufgespannten
Parallelogramms ist ja dann gleich 0).

3. Das Kommutativgesetz gilt nicht flir das Vektorprodukt.
Die beiden Vektoren @ x b und B x 3 sind nimlich Gegen-
vektoren, wie sich mit Hilfe der Dreifingerregel leicht
nachweisen 13Bt.

Es gilt also axb#bx 3, aber es st

B
AaxB=-(Bx3)
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4. Auch das assoziative Gesetz gilt bej der vektoriellen
Multiplikation nicht. Dies 1dBt sich mit Hilfe eines
Sonderfalles leicht zeigen. Von den Vektoren 3, B, ¢
soll der Vektor ¢ senkrecht zu a und zu B sein. Dann ist
das Vektorprodukt (3 x B) x ¢ = 8, also der Nullvektor,
weil die Vektoren a x b und ¢ parallel sind. B x ¢ ist
ein Vektor, der senkrecht zu € ist. Er liegt also in
der Ebene von 3 und B. 3 x(B x ¢) ist dann wieder ein
Vektor senkrecht zu der Ebene, die von a und B (bzw.%
und €) aufgespannt wird. 3 x (B x ¢) ist daher parallel
zu ¢. Deshalb folgt, falls @ nicht senkrecht zu B

(3 xB) x¢#3 x (B x [ (@ x B)xc # ax(b x o)

5. Es gibt auch, wie schon bein Skalarprodukt, keine
Umkehrung (Division) flir das Vektorprodukt.
Aus der Gleichung 32 x X = B kann X nicht eindeutig

bestimmt werden, wenn 3 und B bekannt sind. Aus der fol-
genden Figur 1dRt sich ablesen

xl
ok
> |

®y

FxX=FxX =Ex% =8

Die Vektorprodukte 3 x X, 3 x X; und ¥ x X, haben alle
den gleichen Betrag - flachengleiche Parallelogramme -,
die gleiche Richtung und Orientierung. Es gibt also
beliebig viele Vektoren ;i’ fiir die gilt: 3 x Ii =B
Daher kann man aus der Gleichung a2 x X = B den Vektor X
nicht eindeutig bestimmen.

6. Flir die vektorielle Multiplikation gilt das Distributiv-
gesetz
+

2 x (B + E) = 3 x E +3a x ¢
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Die Giiltigkeit dieses Gesetzes wird auch nur fiir den
Sonderfall nachgewiesen, daB die Vektoren a, B, ¢ in einer
Ebene (zum Beispiel in der Zeichenebene) liegen.

2 )
S
04

o+

Aus der obenstehenden Figur 148t sich fiir die Flichenin-
halte der Parallelogramme ablesen:

0 > o >
j2 % B] = Fagep 5 |2 % ¢ = Fpeep

und |3 x(B + ¢)| = FABEF

Nun gilt aber fir die Flacheninhalte der Parallelogramme:

+ F =F

Fasco * Focer = Faser

d.h. 3 xB| + [3x% =|3x B+

Dariiber hinaus gilt fiir die obige Anordnung der Vektoren

-+ > >
ay by €

3 xB| + |23 x¢ =3 xB+3x ¢|
weil namlich die Vektoren @ x b und 3 x € senkrecht zur
Zeichenebene 1iegen, das heiBt weil 3 x B und 3@ x ¢ gleiche

Richtung und Orientierung haben. Also folgt

-
a

Weil nun aber 3 x (3 + E) ,axbund 3 x ¢ alle gleiche
Richtung und Orientierung haben, gilt

- o - =< - =
b + = +
&3 i €) =dxBrdxt w.zZ.b.w.
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7. Weiterhin gilt das Gesetz
m@ xB) = (m3) xB=3% x (mb)

Der Beweis hierfiir kann leicht gefiihrt werden, denn man
sieht zundchst leicht ein, daB die drei Vektoren

m(3 x B), (mZ)x B und 3 x(m B) gleiche Richtung und
Orientierung haben. Dariiber hinaus sind auch noch die
folgenden Betrdage gleich:

im| | 3] (D] |sink (@ B)| = |m3||D||sinx (3 B)| =
3 |m B|[sin¥(3, B)| = |m (3 x B)]

Also gilt m(3 x E) =(ma)x b = 2 x(m B)

Der Beweis dieses Gesetzes vor allem aber der Nachweis,

daf das Distributivgesetz allgemeingiiltig ist, kann spater
(Aufgabe!) mit Hilfe der Koordinatendarstellung des Vektor-
produktes leicht durchgefiihrt werden.

Mit Hilfe dieser Gesetze konnen jetzt aus den Koordinaten
der Vektoren a und b die Koordinaten des Vektors 3 x B
berechnet werden.

Zur Vorbereitung ist es zweckmdRig, zundchst die Vektor-
produkte zwischen den Einheitsvektoren zu berechnen. Es
ist

-> > = _

& X8 =8, xE =%, x8 =0
Die Produkte zweier verschiedener Einheitsvektoren ergeben
einen Einheitsvektor, weil der Betrag der Einheitsvektoren ]
aber auch der Sinus des eingeschlossenen Winkels gleich + 1
ist. Mit Hilfe der Dreifingerregel kann man Richtung und
Orientierung bestimmen.

Es gilt zum Beispiel fiir:

8, x 'éy| = e | |Ey[sin 2 (€, €)= 11 sin 90°=1

Jetzt miissen noch Richtung und Orientierung von & x Ey

5

ermittelt werden. Man findet so EX X Ey = e,

Fur die ubrigen Produkte ergibt sich

-
N N a b e
ax b= ax bx EX
ay by gy

2L TR

Das Vektorprodukt
in Koordinatendar-
stellung
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2 x3 =-2, 8 xe =2 , 8 xe =-8
£x z v Ty z TxE Ay X z
e x& =é e xe, =-8
z X y * "z y X

Beriicksichtigt man noch, daB - wie Teicht einzusehen -
gilt (m 3) x (n E) =mn (3 x E)
so erhd1t man durch Anwendung des distributiven Gesetzes

fir a xb
axbs= (axgg + ayg& + azez) x (bxg% + byE& + bzﬁé)
- axbx(ex xey) + axby(gﬁ x€y) + axbz(gx * 3%)
% aybx(g& X 3*) + ayby(g& x 3&) + aybz(EQ x 3#)
+a,b (8, x8) +ab (8 x8)+ab,(E xE)
= axbygz s axbza& & aybx , aybZ % aszgy - azbygg
- (aybz - azby)ag - (axbz - asz)g} + (axby - aybx)gé

Dieses Ergebnis 1dBt sich mit Hilfe einer Determinante viel
kiirzer und einprdagsamer schreiben. Es ist dann

-

a a_ b e
> o X X X X
axbs=(a”| x |b = [a* p* &

Y Y Y Y 2y

a7 bz az bz 32

Determinanten werden an dieser Stelle vorausgesetzt. Defi-
nition und Berechnung der Determinanten siehe 4 ff.

3 2
Beispiel: a=|2 und B = |-4
-5 =
3 2 3 2 &
Es ist axb= 21 x |-4 = 2 =4 Ey
-5 1 -5 -1 &
-22
=-22e6. -7%8 -168.= |-7
X y z <18

Mit Hilfe der Determinantenschreibweise fiir das Vektorpro-
dukt kann nun leicht der Beweis fir die Giiltigkeit des
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Distributivgesetzes gefiihrt werden. Es ist:

a_b+c e a_b_ e a, c, &
3 x (B+2) = |a) byrc) B = [a¥ b)Y B 4+ [aX X &
ag, boscy & a2 by & o B
- - —_ - = - -+
also: ax(b+c)=axb+axc w.z.b.w.

AbschlieBend sei noch ein Beispiel zur Anwendung des
Distributivgesetzes angefiihrt.

Fiir das nebenstehende Dreieck
gilt:

a+bB-¢=10

ol
ol

o]

Multipliziert man diese Gleichung vektoriell "von rechts"
mit ¢, so ergibt sich

B+B-Hx =0T =2

- - =+
axcé+bxC-¢xc=0

sicher sind jetzt auch die Betrdge gleich

|3 x 8| = |€ X B[

18] 1€] |sin 2(3, ©)]

|€]1B]|sin (&, B)|
acsing =cbsinc
oder a:b=sinag: sinpg

Dies ist der Sinussatz der ebenen Trigonometrie.
Anmerkung: Da das kommutative Gesetz fiir die vektorielle
Multiplikation nicht gilt, ist es wichtig, auf die Reihen-
folge der Faktoren zu achten. Deswegen sagt man in

(3 + B)x & wurde die Summe von rechts mit & multipliziert
und in € x(a@ + B) wurde die Summe von 1links mit ¢ multi-
pliziert. Das Verfahren, in dem eine Vektorgleichung mit

vektorielle
Multiplikation
"von rechts"
bzw.

"von links"
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einem Vektor multipliziert wird, nennt man operatives Ver-
fahren.

2.6.1 AUFGABEN

A. 24

Gegeben sind die beiden Vektoren

%

7
4
-2

-
a =1
3

und

: ; -+ > .
Geben Sie einen Vektor an, der zu a und zu b senkrecht ist.
Machen Sie die Probe flir die Richtigkeit Ihrer Rechnung.

A. 25

Die drei Punkte Py (4/ =2/ 2), Py (5/ =-1/5) und Py (6/ -2/ 4)
bilden ein Dreieck. Berechnen Sie den Fl&cheninhalt dieses
Dreiecks.

A. 26
- 3 - o
Gegeben sind a= [-4 und b = 2
1 -3

Berechnen Sie (43 + 33) X (23 ~ 43) auf zwei Arten, indem
Sie a) die Koordinaten einsetzen und dann die Multiplika—
tion ausfihren und indem Sie b) zuerst die Multiplikation
ausfithren und dann die Koordinaten einsetzen.

A. 27

Beweisen Sie mit Hilfe von Determinanten das "gemischt
assoziative Gesetz"

+ -+
m(a X b) =

-+ - -+ -+
(m a)x b = a x(m b).

A. 28
. - = -
Berechnen Sie a) (e X e )x e
o o f e
b) (e xe)x (e + e )
é; Q; X LY
X +
c) (ex + ez) (ex e )
A. 29
-3
Es sei a = 43 - 23
x z
, = -
Berechnen Sie a) a X e
- +x
b) a x e
= +y
c) axe
z
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Geben Sie die Lage des jeweiligen Ergebnisvektors in bezug
auf die Koordinatenebenen an.

A. 30

Zeigen Sie durch eineﬁgigfache Uberlegung Lméglichst nicht
durch Rechnung), dafB a-(a X 3) = 0 und 3-(a X 3) = 0 ist.

2.7 DAS SPATPRODUKT

In Aufgabe A. 30 tritt eine "Kombination" der beiden bisher
definierten Produkte auf. Dabei erhebt sich die Frage, ob
derartige Produkte sinnvoll definiert werden konnen. Es ist
zum Beispiel leicht einzusehen, daR das Produkt 3 x(B-¢)
keinen Sinn hat, denn B-C ist ein Skalar und ein Vektor-
produkt von einem Vektor mit einem Skalar kann nicht defi-
niert werden. Ebenso wie die wiederholte Multiplikation

3 -B - 2Zbzw. 3 x B x € nicht moglich ist, weil die Asso-
ziativgesetze fiir das Skalarprodukt wie auch fiir das Vektor-
produkt nicht gelten, so hat auch eine "kombinierte Anwen-
dung" der beiden Produkte ohne Setzen von Klammern keinen
Sinn. 3 x B - € ist nicht definiert. Wihrend 3 x(B-Q)

- wie erwahnt - keinen Sinn hat, ist jedoch das Produkt

(3 x B)-€ sinnvoll. Es handelt sich hierbei um das Skalar-
produkt des Vektors 3 x B mit dem Vektor €.

Man nennt das Produkt (3 x B) - ¢ das Spatprodukt.

Das Spatprodukt ist eine skalare GroBe.

Drei Vektoren 3; E, I3 bestimmen, wenn sie nicht komplanar
sind, ein Parallelepiped oder einen Spat. Der Betrag des
Spatprodukts gibt das Volumen des Spats an.

Das Spatprodukt kann als dreireihige Determinante geschrie-
ben werden, in der die Koordinaten der drei Vektoren je
eine Spalte bilden.

s Spatprodukt
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Es gilt

_>
C

W

N x
0o

X
y
z

(3@ x B)-

=]

o oo
N X
9]

Im Folgenden soll nun bewiesen werden, daR das Spatprodukt
durch diese Determinante dargestellt werden kann und daB
das Spatprodukt das Volumen des Spats liefert.

oy
X
=%

O}

C
/

Fir das Spatprodukt gilt:

(3 x B):¢ = |3 x B||¢| cos (3 x B, C)

Aus der Abbildung ersieht man, dap |3 x B| der Flichenin-
halt der Grundflache ABCD des Korpers ist. Wegen
cosx (3 x B, €) = sin [90° - 2(3 x B, &)]

= sin ¢
ist: |€| cos #(3 x B, &) = || sino=h, wobei h die Hohe
des Korpers ist.

Also ist:

(3 x B)-¢ = |3 x B||¢| cos »(3 x B, ¢) h=V

= Fasep -
das Volumen des Korpers, der durch die drei Vektoren 3, B, ¢
bestimmt ist. Damit ist ein Teil der Behauptung bewiesen.
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Nun soll der 2. Teil der Behauptung bewiesen werden:
In der Koordinatenschreibweise 1dBt sich das Spatprodukt
mit Hilfe einer dreireihigen Determinante schreiben.

a . b /c
Es sei 2 = a; , b= b; und ¢ = c;
az by €z
Dann ist
a b e
- = X X X a b | » a b | » a b | =~
axb=[a b & =%yl e -|[Sx.xle +|%x.x|e
ag bi 3% ag bZ X a; b2 y ay by z
ay by
also aZ bz .
X
-+ oy a b
a x b)c = - X X e |C
( x ) az bz y
¢;
ay bx
as b
Yy 'Y
a b a_ b a b
= |2y oyl c. = 1ox x|l ¢ +|.x %x|c¢c
ay bZ X a, bZ y ay by z
a bx Cx
=la b c
Y y 'y
az bz cz w.z.b.w.

Das Spatprodukt ist positiv, wenn die Vektoren a, b, € in
dieser Reihenfolge ein Rechtssystem bilden. Dann ist der
Winkel (2 x b, E) < 90° und cos a(? x b, ¢) > 0. Das
Spatprodukt gibt dann die MaBzahl des Volumens des Spats
an.

Statt der Fldache ABCD kann auch jede andere Seitenfldche
als Grundflache genommen werden. So ist

> > > >
|c x a| = FHBFE und |b x ¢| = FADHE

Mit Hilfe raumlich geometrischer Uberlegungen findet man

(3 xbB)-d= (B x%)a=(Cx2ap
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Die Richtigkeit dieser Beziehung ist aber auch sofort ein-
sichtig, wenn die Determinantenschreibweise benutzt wird.
In der Reihenfolge 3, B, ¢ bzw. b, ¢, 3 bzw. C, 3, b
bilden die Vektoren jeweils ein Rechtssystem. Die Giiltig-

keit der obigen Gleichung gestattet die Feststellungen:

Im Spatprodukt sind die Vektoren zyklisch
vertauschbar.

Oder: Im Spatprodukt sind die skalare Multiplikation
und die vektorielle Multiplikation bei gleicher
Reihenfolge der Vektoren vertauschbar:

(3 x B)-¢ = 3.(F x Q)

Unter zyklischer Vertauschung versteht man folgendes:

Man ordnet den Vektoren a, b, ¢ Punkte auf einer Kreis-
peripherie zu. Wenn man bei irgendeinem Vektor beginnt, so
ergibt sich die weitere Reihenfolge durch Ablesen im Gegen-
uhrzeigersinn. Mit Hilfe der Determinantenschreibweise

kann auch ebenso leicht gezeigt werden, daB bei antizykli-
scher Vertauschung der Vektoren - das heiBt bei Ablesung

im Uhrzeigersinn - gilt:

@xB)=-@xe)B=-(CxB)a=-(Bx3)E
a bx Cy
In der Determinante a> b” ¢
B
@ b 4

missen dann jeweils zwei parallele Spalten miteinander
vertauscht werden.

In der Reihenfolge 3, ¢, B bzw. ¢, B, @ bzw, B, 3, ¢

bilden die Vektoren kein Rechtssystem sondern ein sogenann-
tes Linkssystem.

Je nachdem, ob die Vektoren @, B, ¢ ein Rechtssystem oder
ein Linkssystem bilden, ist der Wert des Spatproduktes

(3 x B)¢ positiv oder negativ. Die MaBzahl des Volumens

des aufgespannten Spats ist dann aber immer der Betrag

des Spatproduktes.

Man kann zeigen, daB fiir das Volumen eines Tetraeders,
welches durch vier Punkte geht, die nicht alle in einer

ol

O

25
a

zyklische Vertauschung

Tetraedervolumen
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Ebene Tiegen, gebildet wird, gilt:

7

V=313 < B
a b
- = 1 a; b; C;
G
aZ bZ cZ
g P 3 XZ Xl X3‘X1 Xq'Xl
TB (YY1 Y31 YgN
R - A 272y 2372y Zy7Zy

a

wenn Xs, yis Z; die Koordinaten von P1 sind und 5;32 = 3,
§1ﬁ3 = B und ﬁiﬁﬁ = ¢ sind.

Wenn die Vektoren 3, b, ¢ komplanar sind, so existiert
kein eigentlicher Spat mehr. Die Hohe eines aus drei
komplanaren Vektoren gebildeten Spats ist namlich Null.
Infolgedessen ist auch das Spatvolumen Null.

Wenn das Spatprodukt aus den drei Vektoren a, b, ¢ den
Wert Null hat und keiner der drei Vektoren Nullvektor ist,
so kann daraus geschlossen werden, daB die Vektoren 2, B, ¢
komplanar sind, das heiBt,

wenn die Determinante

a b
x °x ©

X
D = b ¢ =0 i
ay y Sy 15t
a, bz ¢,
_,.}

sind die Vektoren 3, b, ¢ komplanar. Die Determinante gibt
immer die MaBzahl des Spatvolumens an. Das Spatvolumen

kann aber nur Null sein, wenn entweder die Grundfliche oder
die Hohe (oder beide) Null ist. Dies bedeutet aber, daB

die Vektoren a, b, C in einer Ebene liegen, das heift
komplanar sind. Die Deutung, daB die Grundflache des Spats
den Wert Null hat, ist dann moglich, wenn zwei der drei
Vektoren kollinear sind.

Im Folgenden sollen zwei Lehrsdtze mit Hilfe des Spatpro-
duktes bewiesen werden. Die Sdtze werden auch im Kapitel

Der Fall

= - >
(a x b)c

]
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iber Determinanten bewiesen. (Satz 8 und Cramer'sche Regel).
Mit diesen beiden Anwendungsbeispielen soll einerseits

die enge Verzahnung zwischen linearer Algebra und Vektor-
rechnung und andererseits die Eleganz der vektoriellen
Beweismethode herausgestellt werden.

Beispiel 1. (Vgl. Satze iiber Determinanten)

Wenn die Determinante

ax bx Cx
D={a” b c

Y Y

&3 bz Ci

den Wert Null hat, dann ist irgendeine Reihe eine Linear-
kombination paralleler Reihen.

Beweis: Die Determinante D wird als Spatprodukt gedeutet.
Aus dem Verschwinden der Determinante D folgt aber, daB
die Vektoren

a b C
a-= a; b= b; ¢ = c;
az bZ CZ

komplanar sind. Das heiBt, daB zum Beispiel
=-> = -+
a=mb+nc

gelten muB. Daraus ergeben sich die folgenden drei skalaren
Gleichungen

= +
ax m bx n cX
a =mb + nec
Y y b
= +nc
B = bz z

Damit ist gezeigt, daB die erste Spalte eine Linearkombi-
nation der beiden anderen Spalten ist. Genauso kann nun
aber fiir die beiden anderen Vektoren bzw. Spalten verfahren
werden. Durch Stiirzen der Determinante kann dann auch der
Satz fiir Zeilen bewiesen werden. Damit ist die Allgemein-
giiltigkeit des Satzes nachgewiesen.

Anwendungsbeispiele
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Beispiel 2. (Cramer'sche Regel)

Die Cramer'sche Regel besagt: Fiir das Gleichungssystem

a, Xq + bx Xy + Cy X3 = d

ay Xl + by x2 + cy x3 — dy
a; X * bz Xa * C2 %3 " dz
ist die Losung
4 X X o o X pX g
Y Y Yy y 4y Ly y Yy
_ dz bz €2 _ a7 dz ¢ az bg dz
Xl - X2 - X3 = -
X px ox X px X X o ox
Yy Y Y vy Y Y Y ¥
az bz €2 a7 bz ¢z az bz &

wenn die Koeffizientendeterminante
a bx Cx
D=Ja b ¢
Yy Yy
3, b, ¢

nicht verschwindet, d.h. D # 0.

Beweis: Die drei skalaren Gleichungen des Gleichungssystems
konnen in eine Vektorgleichung zusammengefaBt werden:

- > -
3 x; +Bx, +T x5 = d

wenn fiir die Vektoren 3, B, ¢ und 4 gilt

> % + b = oy d,
a = |ay B = by &= lcy d= dy
2 by 2 4z

Um aus dieser Gleichung Xq zu eliminieren, wird die
Gleichung skalar mit B x ¢ multipliziert. Man erhdlt
dann

3 (B x E)x; + B-(B x O)x, + C-(B x O)x, = 3-(B x ?)

1 2

Nun gilt aber fiir die Spatprodukte

B-(Bx?8) =C¢(Bx¢) =0
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Also ist gx Ex Ex
d(® x ¢ & Y
xl:-ai-sxz::az -

a* p* X

ag bg cg'

Analog dazu wird die Gleichung skalar nicht mit 2 x ¢
multipliziert, um X5 ZU erhalten und mit 3 x B multipli-

ziert, um X3 zu erhalten.
Es ist dann

a d c
at g% ¥
d@ x?% -3@ x7?) a¥ &t oJ
x — —] =
e 3(3 X E) - 3(3 x 3) a b, c
X X X
ay by ¢y
47 bz ¢
und
aX px gx
d@ xB) B xd) | by o
X = — =
. ¢@ xB) 3-(Bx7) a, bx c,
ay by ¢y
a7 bz ¢

2.7.1  AUFGABEN

A. 31

. -
Untersuchen Sie, ob die Vektoren a, b und ¢ in dieser
Reihenfolge ein Rechtssystem oder ein Linkssystem bilden.

- 2 = 3
a) a = 3 b= |-2
-1 4

- z = 4

b) a= |=-2 b =11
-2 1

ad

a4

1
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A, 32

. " -+ o o - i
Untersuchen Sie, ob die Kektoren a, b und c komplanar ::-.J.nc}'_.>

Geben Sie falls méglich a als Linearkombination von b und ¢
an. Geben Sie gegebenenfalls auch an, ob zwei der Vektoren
kollinear sind.

-2 2 4

- - -+
a) a = 7 b= |1 c = |=2
1 1 1
2 1 2

-+ = >
b) a=|3 b = 3 c = |=-3
4 -1 2
5 3 -6

- - >
c) a=|2 b = 1 c = |=2
2 -2 4

A. 33

Bestimmen Sie das Volumen des Spats, welches durch die
Vektoren

3 5 3
-+ - 3
a) a= |4 b = |-2 c = |-1
le] 1 2
4 2 (o]
-+ -+ -
b) a= |-3 b= 13 c = (=2
-1 5 2
aufgespannt wird.
A, 34

Bestimmen Sie bz so, dafB3 die beiden Vektoren

-2 4
> >
a-= 5 und b = |4
-3 b
z

senkrecht zueinander sind. > > W
Begriinden Sie, weshalb die Vektoren a, b und a x b einen
Quader aufspannen. Berechnen Sie das Volumen des Quaders.

A. 35

Zeigen Sie, daB sowohl im Fall a) als auch im Fall b) die
vier Punkte Pj, Pp, P3, Py in einer Ebene liegen. In einem
der Fdlle liegen sogar drei Punkte auf einer Geraden. In
welchem Fall?

a) P1(2/-3/1), P2(4/-15/-3), P3(-1/2/4), P4(6/-1/-1)

b) P (2/4/7), P,(5/7/3), P.(-4/-2/15), P (~1/3/2)
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5 VEKTORIELLE ANALYTISCHE GEOMETRIE
DES RAUMES

In den vorangehenden Kapiteln wurden Vektoren und Vektor-

operationen definiert und Gesetze hergeleitet und bewiesen.

In den folgenden Abschnitten werden einige Anwendungen

aus der Geometrie des Raumes besprochen. Dabei handelt es
sich um die linearen Gebilde Gerade und Ebene. Ziel dieser
Anwendungsbeispiele aus der analytischen Geometrie ist es,
Methoden der Vektorrechnung einzuiiben und raumiiches An-
schauungsvermogen zu fordern. Es konnen durchaus einige
Aufgaben der Raumgeometrie an geeigneter Stelle friher
behandelt werden. So kann zum Beispiel der Schnittpunkt
zwischen Gerade und Ebene - wenn diese Gebilde in der so-
genannten Parameterform gegeben sind - auch behandelt
werden. In diesem Studienheft ist zundchst der gesamte
Kalkil der Vektorrechnung aufgebaut worden, bevor einige
ausgewahlte Anwendungen behandelt werden. Eine andere
Anordnung des Stoffes ist jedoch denkbar und moglich.

3.1 DiE GERADE

Eine Gerade ist festgelegt durch einen Punkt P1 und durch
ihre Richtung. Der Raumpunkt P1 - dasselbe gilt auch fiir
eine Gerade in einer Koordinatenebene - wird durch einen
Ortsvektor gegeben, die Richtung der Geraden wird durch
den Richtungsvektor bestimmt. Nennen wir den Ortsvektor,
der den Punkt P1 mit den Koordinaten X1 Y10 2 festlegt,
?1 und bezeichnen wir den Richtungsvektor der Geraden 2,
so gilt fiir jeden beliebigen Punkt P auf der Geraden

P
F = 5 FeT 4t 2
Dabei ist t irgendeine reelle
) Zahl: t € R
b

Punktrichtungsform
der Geraden
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Der Parameter t gibt an, wie oft man den Vektor 3 fiir

t > 0 bzw. den Vektor -a fir t < 0 von P1 aus auf der
Geraden antragen muB, um zum Punkt P zu gelangen. Fiir

t = 0 erhdlt man den Punkt Pl. Ist a Einheitsvektor, so
gibt t den Abstand des Punktes P von P1 auf der Geraden an.

Zwei Punkte des Raumes Tegen ebenfalls eine Gerade fest.
Die Ermittlung der Geradengleichung durch zwei Punkte kann
mit Hilfe der schon bekannten Punktrichtungsform durchge-
fuhrt werden. Soll die Gerade durch die beiden Punkte P
und P, verlaufen, so ist der Vektor ?Iﬁz ein Richtungs-
vektor dieser Geraden. Die Gleichung dieser Geraden heift
demnach

1

P a P

sS4
"

Setzt man ?2 - ?1 = 3, S0
erhdalt man wieder die Form

iy
¥ = ?1 +1t 3

1]
ol

Hat Pl die Koordinaten X1 Y15 2 und ist a so

y 3
z
heiBt die Gleichung der Geraden in der Koordinatenschreib-

weise

X a
v = yl gk, b
zl ay
1 z

Der Richtungsvektor a gestattet leicht die Charakterisierung
der Lage der Geraden g im Raum. Gilt fiir @ zum Beispiel

a
a = (ax] , S0 liegt die Gerade parallel zur x-y-Ebene.
0
Oder fiir a = ay erhdalt man eine Gerade, die parallel zur
0

y-Achse Tliegt.

Zwei-Punkteform
der Geraden

Die Lage einer Geraden
g im Raum
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X a
Die Vektorgleichung Y = y% + t a; steht fiir drei
z a
1 z

skalare Gleichungen, namlich

X = xl + 7 ax

«
I

+ta
¥q y
2, + £ a,
Es ist nun leicht festzustellen, ob ein Punkt
P0 (xO/yO/zo) auf einer gegebenen Geraden liegt oder nicht.
Man muB die Koordinaten von P0 einsetzen und priifen, ob
die Geradengleichung erflillt wird: Alle drei Gleichungen

x0=x1+tax
Yo = ¥ + t ay
Zy =21+ ta,

miussen flr ein- und denselben Wert t erfiillt sein.

1. Beispiel:

Gegeben sei die Gerade

SR

Es so11 untersucht werden, ob die Punkte PZ(Y/-II/-4)
bzw. P3(5/8/-9) auf der Geraden liegen.

Soll P2 auf der Geraden liegen, so muB gelten

7 1 -2
-11 = [-2| +t |3
-4 -1 1
d.h. 7= 1 + (-2)t
-11 = - 2 + 3t
4 ==14+t

Aus der ersten Gleichung erh@lt man t = -3. Die beiden
anderen Gleichungen sind fiir diesen t-Wert ebenfalls
erfiillt. P2 liegt also auf der Geraden oder die Gerade
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verlauft durch PZ. Fur P3 ergibt sich

5 1 -2 = 1-2t
8] = (-2]| +t |3 bzw. 8 = -2 + 3t
-9 51 1 -9 = -1+t

Aus der ersten Gleichung erhdalt man t = -2. Aus der zweiten
Gleichung aber t = %? und aus der dritten Gleichung t = -8.

P3 liegt also nicht auf der Geraden.

2. Beispiel:

Wie heiBt die Gleichung der Geraden durch die Punkte
P1 (1/3/-2) und P2 (4/3/2)?

1 4
Es ist T, = 3 und v, =13 also
1 2
-2 2|
NN N 4 1 3
a=r,-r, =3 - 3 = |0
N - 4

Die Geradengleichung lautet also

. { 1 3
r=13] +t |0
\-2 4

Die Komponente des Richtungsvektors in y-Richtung ist O.
Die Gerade liegt deshalb parallel zur x-z-Ebene. Weiter
ist der Abstand der Punkte P1 bzw. P2 von der x-z-Ebene
3. Die Gerade hat also ebenfalls von dieser Ebene den
Abstand 3.

Manchmal ist es niitzlich, zur LGsung eines Problems die
Spurpunkte der Geraden zu ermitteln. Unter einem Spurpunkt
versteht man den Schnittpunkt der Geraden mit einer Koor-
dinatenebene. Um den Spurpunkt der Geraden ¥ = ?1 +ta

in der x-y-Ebene zu bestimmen, miissen wir den Punkt der
Geraden ermitteln, dessen z-Koordinate 0 ist. Bezeichnen
wir diesen Spurpunkt mit Sxy’ so hat Sxy die Koordinaten
X, ¥y, C.

r Spurpunkt



56

Die Gerade

X X a
Aus Ly = y% + t a;
0 2] ay

erhdlt man die Gleichung 0 = zy +ta zu;lBerechnung von |
t. Falls aZ # 0 ist, wird der Wert t = - 3; in die beiden
anderen Gleichungen eingesetzt. a, = 0 bedeutet, daB die
Gerade parallel zur x-y-Ebene verlduft oder sogar in der
x-y-Ebene Tiegt.

Beispiel:

Fiir die Gerade, die durch die beiden Punkte P1 (1/2/-3)
und P2 (2/0/1) geht, sollen die Spurpunkte bestimmt werden.
Die Gleichung der Geraden lautet

tRSl Nt
i i

Fur den Schnittpunkt dieser Geraden mit der x-y-Ebene gilt
z=0.Also x= 1+1t

¥ 2 - 2t

0=-3+4t

-
r

1]
™~

n

_3 . _ gk g 1
Es folgt t = g und nach Einsetzen SK.y = (Z'/ 5 / 0).

Analog ist fiir sz y = 0. Man erhdalt fiir t = 1 und
sz =(2/0/1).
Fiir Syz ist x = 0 und man bekommt fiir t = -1

Syz = (0747 -7).

Zwei Geraden gq: ¥ = ) + t;3; und y: ?II -

-> 3 & =

e+ Yoy

sind dann und nur dann parallel, wenn ihre Richtungsvekto-
- --> F .

ren a; und a, kollinear sind.

Wenn die Richtungsvektoren 31 und 32 kollinear sind, dann

konnen die beiden Geraden sogar zusammenfallen. Die beiden

verschiedenen Gleichungen stellen dann ein und dieselbe

Gerade dar. Dies ist genau dann der Fall, wenn sowoh] P1

und 9o als auch P2 und 9 inzidieren, d.h. wenn P1 auf 9o

parallele Geraden
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und P2 auf 9 liegt. In diesem Fall ist aber der Vektor

P1P2 kollinear zu 3& bzw. gé.

Daraus folgt: zwei Geraden g, und g, fallen genau dann zu-

i +l+ 2—)- = 4
sammen, wenn die Vektoren 3y, 3, und ro = 1y kollinear
sind. '

Beispiel:

Gegeben seien die drei Geradengleichungen

R 3 . |2 9
ER N S Y 5 alT Rz
4 -6
.
Ig¢ Ty = | 2| % Ty 7

Man sieht sofort, daB die Richtungsvektoren dieser Geraden
kollinear sind. Es gilt namlich

B ] <l -2

2 -4 2
Die Geraden 915 9, und 95 sind also sicher parallel. Es
soll gepriift werden, ob nun noch zwei oder gar alle drei
Geraden zusammenfallen. Hierzu gibt es zwei Mdglichkeiten:
Wenn etwa gq und g, zusammenfallen, dann muB P2 auf 91
liegen, d.h. die Koordinaten von P2 missen die Gleichung
von gy erfiillen. Oder der Vektor ¥, - ¥, muB kollinear
sein zu 31. Also

oy W WO

- -+ -
r a

-+ -+ =
r2 = rl + t11a11<=> 2 " Neoo= g

Wenn man einsetzt, ergibt sich

-2 1 3
HRE R
Die Gleichungen -2 = 1 + 3t11
3= 4+ ti1
-4 = -2 + 2ty
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werden durch tyy = ~1 erfiillt. 9 und 95 fallen also
zusammen.

4 1 3
Dagegen ist | 3| - | 4| # t12 1
-4 -2 2
denn die drei Gleichungen
L= &y
-2 = 2t12

liefern drei verschiedene Werte fiir t12'
Die Geraden 9 und 95 bilden also ein und dieselbe Gerade.

Die Gerade 93 liegt dazu parallel.

Sind zwei Raumgeraden

- FI = ?1 + tlgl und g,: ¢II = ?é + tzgé

nicht parallel, so kdnnen sie sich schneiden. Haben die
beiden Geraden keinen gemeinsamen Schnittpunkt und sind sie
auch nicht parallel, so nennt man die beiden Geraden wind-
schief. Die beiden Geraden

> ! -1 & 1 A
91 rp = g tYy g und 9y Tqp = % + t2 _§

haben den Punkt P,(1/2/2) gemeinsam. Ihre Richtungsvektoren
sind nicht kollinear. Sie schneiden sich also in Pl'
Im allgemeinen kann man jedoch nicht auf den ersten Blick
sehen, daB sich zwei Geraden schneiden. Um festzustellen,
ob sich zwei Geraden 9 und 9 schneiden und um gegebenen-
falls die Koordinaten des Schnittpunktes zu ermitteln,
setzt man ?I = ?II' Dies fiihrt zu

X 4% X9 3%
Y| *hs [P1y| T (Y2 *ts |2
1 12 2y 322

und zu den drei skalaren Gleichungen

Xy t1s dx T X * t25 3%

Y1+ Ys 23y = Yo * by By

Zy ¢ tls s t25 32,

windschiefe Geraden

zweil sich schneidende
Geraden
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Aus den beiden ersten Gleichungen kann man t1S und t25
ausrechnen. Die beiden errechneten Werte miissen dann auch
die dritte Gleichung erfiillen, wenn sich die Geraden schnei-
den. Ist die dritte Gleichung nicht erfiil1t, so sind die

Geraden windschief,

An einem Beispiel soll das Verfahren erldutert werden, an
weiteren Beispielen werden die moglichen Sonderfalle dis-
kutiert.

1. Beispiel:

Es sol1 untersucht werden, ob die beiden Geraden

. 1 2 . 3 4
a) ry % + -% und ¥p, = -% + -%

b) ¥, = S +t % und ¥y, = §+t ?)
I 1 113 i1 5 2\
sich schneiden.
Fall a): Man setzt
1 2 3 u
_% * s -% = '% ® oy _%

Hieraus erhdlt man die Gleichungen

Ztls - 4t2$ = 2
“tg oty =2
3t1$ - ?tZS 2

Aus den beiden ersten Gleichungen ergibt sich fiir tls =3
und fir toe = 1. Diese Werte werden in die dritte Gleichung
eingesetzt, die dann ebenfalls erfiil1t ist. Die beiden
Geraden schneiden sich also in S (7/-2/8) wie sich durch
Einsetzen von t1 = 3 1in ?I ergibt.

Im Beispiel b verfahrt man ebenso:

2 1 3 5
21 +t 21 = 1] +t 1
1 1s 3 2 2s -2
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und t15 - 5t25 = 1
ztls = tzs = -1
3t1S + 2t25 = 1

In diesem Fall erg1bt sich aus den bé1den ersten Gleichun-
gen fir t 'g und fiir t 3 Die dritte Gleichung
ist aber fur diese Werte n1cht erfiil1t. Die beiden Geraden
sind windschief.

2. Beispiel:

Gegeben sind die beiden Geraden

R 2 1 o 1 1
ry = | 1] +¢t 3] und r.; = |-2| + t 3
I -1 1 i II 3 2 -2
Durch Gleichsetzen erhdlt man
2 1 1 1
1l +t 31 = |-2] + ¢t 3
-1 1s -1 3 2s 2
und
tig = tos T -1
3t1S - 3t2s = -3
-t t 2t25 = 4

In diesem Fall kann man aus den beiden ersten Gleichungen
tls bzw. t25 nicht errechnen. Die beiden Gleichungen sind
proportional. Man nimmt deshalb zundachst die erste und die
dritte Gleichung. Man erhdlt dann fir tis © 2 und fiir

tos = 3. Fiir diese beiden Werte ist die zweite Gleichung
ebenfalls erfiil1t. Die Geraden schneiden sich in

S (4/7/-3).

3. Beispiel:

Gegeben sind die Geraden

3 2 1 . 1 -2
re = -1 + t -2 und r., = 2 +t 4
H -1 1 _3 II -2 2 6
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2 1 1 -2
Aus =1} +t 2 =12 +1t 4
-1 1s _3 -2 2s 6
erhdlt man das System
tls + 2t23 = -1
-Etls iz 4t25 = 3
—31:1S - 6t25 = 1

In diesem System sind die Terme auf den linken Seiten
der Gleichungen proportional. Die Variablen ty, und tse
lassen sich deswegen nicht berechnen. Die Zahlen auf den
rechten Seiten sind jedoch nicht in der gleichen Weise
proportional. Das System enthdlt einen Widerspruch. Die
Geraden schneiden sich nicht. Nun sieht man aber leicht,
daB die Richtungsvektoren der Geraden kollinear sind. Die
Geraden sind also parallel.

Waren schlieBlich in einem solchen System nicht nur die
Tinken Seiten proportional, sondern in der gleichen Weise
auch die Absolutglieder auf der rechten, so handelte es
sich um zwei zusammenfallende Geraden.

AbschlieBend kann festgestellt werden: Zwei Raumgeraden
schneiden sich dann und nur dann, wenn die aus

-> -> - > Y .

ry+ tls a; =1, + t25 a, sich ergebenden Koordinaten-
gleichungen sich eindeutig nach t,¢ bzw. nach toe auflosen
lassen.

3.1.1 AUFGABEN

A. 36

Gegeben sind die beiden Punkte P; (2/-4/3) und 92 (1/-12/-3)
a) Wie heiBt die Gleichung der Geraden durch PI und Pz?

b) Welcher der Punkte P_ (4/12/15) oder P
auf dieser Geraden?

4 (-1/3/0) liegt

c) Bestimmen Sie die Spurpunkte der Geraden
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A. 37
Gegeben sind die Geraden
25 3 -2
g, rI = 2 + tl 1
-2 3
=d 2
. ={2] +¢t. |o
g, T =
2 TT -1 2 -4
(0] -1
*__=l2| +¢t,|o0
g r =
3 IIT -3 3 P
4 2
T =|5| +¢t, |-1
g - el
4
4 IV 0 -3

Welche Geraden sind parallel, welche fallen zusammen?

A. 38
Gegeben sind die Punkte PI t2,1/1), P2 (3/0/5) und
P3 (4/-1/-2)

a) Geben Sie eine Gleichung der Geraden an, die durch P

verlduft und parallel zu der Geraden durch PI und P2 ist.

b) Wie muB man y, und z4 widhlen, damit der Punkt
P (6/94/24) auf dieser Parallelen liegt?

4

A. 39
5 5 =2
Gegeben ist die Gerade g: r = |2 + t 1
3 -3

Bestimmen Sie den Schnittpunkt dieser Geraden mit der
x-y-Ebene. Welchen Winkel schlieBt diese Gerade mit der
x-y-Ebene ein?

A. 40

Gegeben sind die vier Punkte P

P3 (1/-7/3) und P4 (=4/3/=7)

a) Zeigen Sie, daB die vier Punkte in einer Ebene liegen.

, (2/-1/-2), P, (8/3/-4),

b) Berechnen Sie den Schnittpunkt der beiden Geraden PP
und P_P  und den Schnittwinkel zwischen diesen beiden
Geraden.
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A. 41

2
-
Gegeben ist die Gerade r = (3) + t
o

-1
2
o

a) Begrinden Sie, weshalb diese Gerade in der x-y-Ebene

liegt.

b) Geben Sie die Gleichung der Geraden in parameterfreier
Form (y = m x + n) an.

c¢) Welche Beziehung besteht zwischen der Steigqung m der
Geraden und dem Richtungsvektor der Geraden?

e Die EBENE

Eine Ebene ist bestimmt durch zwei sich schneidende Geraden.
Die beiden Geraden FI = ?1 +m 32 und ?II = ?l +nb
schneiden sich in P1 mit dem Ortsvektor ?i. Durch die
Linearkombination m 2 + n B werden Vektoren gebildet, die
komplanar zu a und B sind. Durch geeignete Wahl der Para-
meter m und n konnen also alle beliebigen Punkte der Ebene,
die durch P1 und 3 und B festgelegt ist, erreicht werden.

Alle Punkte dieser Ebene

missen also der Bedingung
-+ - -
r=r +md+n B

gentigen.

iZ%
=%}

0

Zu irgend zwei Zahlen m und n gehort eindeutig ein Punkt
der Ebene. Andererseits gibt es fiir einen Punkt der Ebene
zwei Zahlen m und n. Die Zuordnung zwischen den Punkten der
Ebene und den Parametern m und n ist umkehrbar eindeutig.

Da die Ebene durch den Punkt P1 und die Richtungsvektoren
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3und b festgelegt ist, heiBt
-+ -> - =
ri=r +ma+nb
Punktrichtungsform der Ebenengleichung oder wegen der in

der Gleichung vorkommenden Parameter m und n auch Parameter-
form.

Beispiel:

Die beiden sich schneidenden Geraden

N 1 3 5 1 2
rI = {1 +m |-1 und rII =11 + n 1
2 2 2 -2

bestimmen die Ebene mit der Gleichung

N 1 3 2
r=1{1 +m |-1 +n 1
-2

2 2
Die beiden Zahlen m = 3 und n = 4 legen eindeutig den

Vektor . 1 3 2 18
r=11 +3 [|-1| +4 | 1] = 2
2 2 =21, 0]

fest. Dieser Vektor ist der Ortsvektor des Punktes
P2 (18/2/0). Es gibt keine anderen Zahlen, die denselben
Punkt ergeben.

Wenn nun andererseits der Punkt P3 (2/4/-4) in dieser Ebene
liegen soll, so miissen sich eindeutig die Parameterwerte
mp und np ermitteln Tassen. Der Ortsvektor von P muB die

2
1
+ny 3

Ebenengleichung erfiillen.

3l e

Daraus ergeben sich die drei Gleichungen

2E¥l=* 3mp + an
4 =1 - mp + np
-4 =2 + 2mp = 2np
Aus der ersfen und dritten Gleichung findet man m_ = -1 und

np = 2. Diese Werte erfiillen aber auch die zweite Gleichung.

Punktrichtungsform
der Ebene

Parameterform
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Der Punkt P3 (2/4/-4) liegt also in der Ebene. Der Punkt
P4 (5/1/3) dagegen liegt nicht in der Ebene, weil seine

Koordinaten die Ebenengleichung nicht erfiillen. Aus dem

Ansatz

5 1 3 2
1 = 1 + m -1 +n 1
3 2 P12 P 12

ergibt sich das System

=
5 + 3mp + 2np
1=1- m_+ n
p P
= + -
3 2 2mp 2np

Aus der ersten und dritten Gleichung erhdlt man fiir

mp = 1 und fiir np = -1. Diese Werte erfiillen nun aber die
zweite Gleichung nicht. Daher kann man sagen, daB P4 nicht
in der Ebene 1liegt.

Eine Ebene kann also - nach den bisherigen Feststellungen -
durch zwei verschiedene, sich schneidende Geraden festge-
Tegt werden. Diese beiden Geraden diirfen nicht zusammen-
fallen. In der Gleichung ¥ = Fl +m3+ nb dirfen daher
die beiden Richtungsvektoren 32 und B nicht kollinear sein.

Nun kann eine Ebene aber auch durch drei Punkte Pl’ P2 und
P3 bestimmt werden. Diese drei Punkte diirfen aber nicht
alle auf einer Geraden liegen. Sind drei Punkte Pl’ P2 und
P3, die nicht auf einer Geraden Tiegen, gegeben, so
bestimmt man zwei Richtungsvektoren. Die beiden nichtkolli-
nearen Richtungsvektoren 3= ?é - Fl und B = ?3 - ?1 erge-
ben zusammen mit dem Ortsvektor von P1 die Punktrichtungs-
form der Ebenengleichung ¥ = F) +m3 +nB. Setzt man a
bzw. B ein, so ergibt sich

r = Fl + m(?2 - Fl) + n('r"3 - ?1)

Man nennt diese Form der Ebenengleichung Dreipunkteform.

Dreipunkteform
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Beispiel:

Gegeben sind die drei Punkte Pl (1/2/3); P2 (2/1/-3) und
Py (-1/1/2).

Es sol1 gezeigt werden, daR diese Punkte nicht alle auf
einer Geraden Tiegen. Sodann soll die Gleichung der Ebene
durch diese drei Punkte ermittelt werden.

2 1 1
Es ist 4 = ?2 = ?1 = | 1] - (2] = [-1 und es ist
-3 3 -6
" ” -1 1 -2 1 ) )
=Py -1 = 1} - 2] = |-1 a = |-1 ist nicht
2 3 -1 -6
2 -2
kollinear mit b = |-1| . Daher konnen die Punkte Pl, P2
-1
und P3 nicht auf einer Geraden liegen. Die Gleichung der
- 1 1 -2
Ebene lautet r = 2| +m [-1| +n |-1
3 -6 -1

Zwei parallele Geraden, die nicht zusammenfallen, bestimmen
ebenfalls eindeutig eine Ebene. Die Gleichungen dieser

beiden Geraden seijen: FI - ?1 + mlﬁ

- -

> und :II —4r2 + méﬁ.
3 und B sollen kollinear sein und es soll rp = 1q nicht
kollinear sein zu 3 bzw. B. Die Punktrichtungsform der
Ebene, die durch diese beiden parallelen Geraden festgelegt
ist, hat jetzt die Form:

- - - - >
r=ry+ma+n(r, -r)
Beispiel:

Gegeben seien die beiden parallelen Geraden

2 3 4 -6
¥r = |-3 1| und Vi, = | 4] +m, |[-2
: 1 -4 S 2 s

Wie heiBt die Gleichung der Ebene, die durch diese Gerade
bestimmt ist?

+m1

Die beiden Geraden sind parallel, da ihre Richtungsvektoren

2
kollinear sind. Sie sind verschieden, weil ?é = Fl = ( 7)
-3

parallele Geraden
bestimmen eine Ebene
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nicht kollinear ist mit diesen Richtungsvektoren. Die
Ebenengleichung heift:

N 2 3) 2
r=|-3] +m | 1| +n |7
I 4l T

5.2.1  BUFGABEN

A. 42

Bestimmen Sie die Gleichung der Ebene, die durch die Gerade
-

7 = r, + m 2 und den Punkt P2 festgelegt wird.

2 1
Geben Sie fiir das Beispiel = | 1| +m |-2 P, (-3/1/2)
-3 1

die Ebenengleichung an und priifen Sie, ob die Punkte
P3 (9/-3/-1) und P4 (1/3/-4) in dieser Ebene liegen.

A. 43

Wie heifit die Gleichung der x-y-Ebene bzw. der x-z-Ebene
im kartesischen Koordinatensystem?
Wie heiBt die Gleichung der Ebene durch den Punkt

PI (3/3/3) parallel zur y-z-Ebene im kartesischen Koordi-
natensystem?

A. 44

Geben Sie eine Gleichung der Ebene an, die durch den
Punkt P_ (2/3/4) parallel zu der Ebene

2
. 1 2 3
r= |1 +m (=2 + n |1 verliuft.
1 (0] 1
A. 45

Priifen Sie, ob die beiden Geraden

N -7 4 - -2 -1
rI = |=1|+m 2 und rII = |-3| + n |-2
4 -1 14 4

in einer Ebene liegen. Geben Sie gegebenenfalls eine
Gleichung dieser Ebene an.

A. 46

Zeigen Sie, dafB die vier Punkte P; (1/-1/1), Py (3/-7/4),
P3 (1/0/-5) und P, (2/-3/-4) nicht in einer Ebene liegen.
Geben Sie die Gleichungen der Ebenen durch P,P_ und P3 bzw.

172
durch P2P3 und P4 an.
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A, 47
& 2 1
Gegeben sind die beiden parallelen Geraden E.- 4| + m |5
> 1 2 6 2
und III = |0| +n |10 Geben Sie eine Gleichung der Ebene
) 4

an, die durch diese Geraden festgelegt wird. Untersuchen Sie,

5 [-1
ob eine der beiden Geraden r. = 1| +p |-5 oder
& 3 -6 3 -2 -2
r, = |10| + g |-30 ebenfalls in dieser Ebene liegt.
¥ 6 -12
3.3 GEGENSEITIGE LAGE VON GERADE UND EBENE
IM RAuM -

Die Gerade: r = Fl + t 3 kann zu der Ebene:

v = ?é +mbB + n € zwei wesentlich verschiedene Lagen haben:
Die Gerade kann die Ebene schneiden oder die Gerade kann
parallel zu der Ebene Tiegen. Die Gerade ist dann und nur
dann parallel zu der Ebene, wenn die drei Vektoren a, B und
¢ komplanar sind. Die Komplanaritit von a, B und ¢ schlieBt
dann auch den Fall ein, daB die Gerade in der Ebene liegt.
Auch dann sind ndmlich die Vektoren 3, B und € komplanar.

AuRerdem 1liegt dann aber auch der Punkt P1 mit dem Ortsvek-
tor ?1 in der Ebene. Die Gerade schneidet die Ebene in einem
Punkt S, wenn die drei Richtungsvektoren a, b und ¢ nicht
komplanar sind. Um herauszufinden, welcher der beiden Falle
vorliegt, wird zundchst untersucht, ob die Richtungsvektoren
komplanar sind oder nicht. Die Vektoren a b und ¢ sind genau
dann komplanar, wenn das Spatprodukt 3(3 X E) Null dst.

a b, c

3-(Bx?) =]a bX cx
Yy 'y

aZ bZ cz

Ist dieses Produkt Null, so wird untersucht, bb der Punkt
P1 in der Ebene liegt. Daraus ergibt sich dann, ob auch die
Gerade g in der Ebene liegt.
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Ist dieses Produkt aber nicht Null, dann soll der Schnitt-
punkt von g mit E berechnet werden. Dazu setzt man:

=
Y

Diese Vektorgleichung fiihrt auf drei skalare Gleichungen
mit den drei Unbekannten ts’ m und ng- Es geniigt, ts zu
berechnen. Durch Einsetzen von ts in die Geradengleichung
erhdalt man den Schnittpunkt S.

Fiir die drei Fdalle 1) g liegt parallel zu E, 2) g Tiegt
in E und 3) g schneidet E wird je ein Beispiel durchgerech-
net.
Beispiel 1:
2 3 1
-2
Bl &
5

Un die Lage der Geraden g zur Ebene E zu untersuchen, bil-
det man zundchst das Spatprodukt der Richtungsvektoren.

1 2 -2
Gegeben ist die Ebene E: Y= —1) +mi|2|+n |2 und

-5
die Gerade g: ¥ = ( 3) + t
4

=g 8 =2
6 2 2| =-4+20-36+20-12+12=0
5 3 1

Das Spatprodukt hat den Wert Null. Die Richtungsvektoren
sind also komplanar. Wenn nun P1 (-5/3/4) in E liegt, dann
liegt g in E. Man setzt deswegen an:

ERHRSHAY

Daraus ergibt sich

2
2
3

2m=-2n=-6
2m+2n= 4§
3m+ n=
Aus den ersten Gleichungen erhilt man m = - %—und n = gn

Diese Werte erfiillen jedoch die dritte Gleichung nicht.
Das System enthdlt einen Widerspruch. P1 liegt nicht in E.

Ermittlung des
Schnittpunktes
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Die Gerade g ist also echt parallel zu der Ebene E.

Eine etwas andere Uberlegung fiihrt auf einem vielleicht

eleganteren Weg schneller zum Ziel. Wenn Pl in der Ebene E
+
r

liegt, dann ist der Vektor o " Fi komplanar zu den Rich-

tungsvektoren b und ¢. In diesem Fall muB auch das Spatpro-

dukt (r2 - Fl)(ﬁ x ¢) = 0 sein.
Ist dieses Produkt jedoch nicht Null, so kann Pl nicht in

1 -5
E liegen. In unserem Beispiel ist ?’2 = |-1| und ¥, = L3
2 4
- - e -+ 6 2 -2
also (rp = ry)(bxc)=1|-4 2 2[{=-83%0
& 2 3 1

P1 liegt also nicht in der Ebene E. Dann kann auch die
Gerade g nicht in der Ebene E liegen.

Beispiel 2:

Gegeben ist wieder die Ebene E:

T

1 8
-2l +t |2
1 6

Das Spatprodukt der Richtungsvektoren

und eine andere Gerade g: ¥ =

o s 2 -2
a(bxc¢c)=12 2 2/ =0
6 3 1
verschwindet wieder. Nun ist aber auch das Spatprodukt
-+ -+ e - 0 2 -2
(r2 - rl)(b x¢c)=11 2 2| =0.
1 3 1

e
r

Der Vektor 9 - ?1 ist komplanar zu den Richtungsvektoren

der Ebene. P} liegt in der Ebene. Infolgedessen 1liegt auch
die Gerade g in der Ebene.

Beispiel 3:
Auch hier ist die gleiche Ebene E gegeben:

R 1\ 2 =2
r=|=1 +ml{2| +n 2
2 3 1
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L[5 [2
Die Gerade g sei: r = kl +t 1

4| |3
Das Spatprodukt aus den Richtungsvektoren
NN 2 2 =2
a(bxc¢)=|1 2 2| =28
33 1

verschwindet jetzt nicht. a ist also nicht komplanar mit
B und ¢. Die Gerade mu also die Ebene schneiden. Der
Ansatz

5 2 1 2 =2
1 + t 1/ = |=11 +m_|21 + n 2
4 S 13 2 . 3J S 11

fihrt auf das Gleichungssystem
2 tS = 2 me + 2 Ag, & -4

ts -2 i, = 2 ng = -2
3 ts -3 mg - ng = -2
fiir ts’ mg und n,- Aus diesem System braucht nun aber ledig-

lich tS berechnet zu werden. Fiir 1:S erhdalt man

4 o2 2
2 2 -2

t = —-.._..__2 - 4 = 16 = 2

S 12 2 2 &
1 2 -2
3 -3 -1

ts = 2 in die Geradengleichung eingesetzt, ergibt den
Schnittpunkt S der Geraden g mit der Ebene E.

5 2 9
+ 2 |1} = 3
3 10

1

4
Dann hat der Schnittpunkt S die Koordinaten S (9/3/10).
Bei weiterer Berechnung des Systems findet man fiir mg = 3
und fiir ng = -1. Setzt man diese Werte in die Ebenenglei-
chung ein, erhdlt man ebenfalls wieder den Punkt S. Wie
schon gesagt, ist es jedoch v61lig ausreichend, t, zu be-
rechnen. AbschlieBend sei noch einmal darauf hingewiesen,
daB die Berechnung von ts nur moglich ist, wenn die Nenner-
determinante verschieden von Null ist. Diese wird aber aus
den Richtungsvektoren gebildet und ist das Spatprodukt
dieser Vektoren. Wenn also die Mennerdeterminante Null ist,
liegt die Gerade parallel zu der Ebene.

-
r et

S
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3.3.1 AUFGABEN

A. 48

Bestimmen Sie den DurchstoBpunkt der Geraden g durch die
beiden Punkte P3 (-10/-10/6) und P, (=3/4/-15) mit der

i 2 4 -2
Ebene E: r = |=3| +m|1| + n 1
-4 2 0
A. 49
L L2 )
Gegeben ist die Ebene E: r = (-2 | + m |=-3| + n |1
2 2 3

Untersuchen Sie, welche Lage die Gerade g in bezug auf diese
Ebene einnimmt.

-1 12 2 25
> -+
a) r = O| + ¢t 8 b) r=1{(2|+t |13
-1 2 2 6
A. 50

- -2 1 3
Gegeben ist die Ebene E: r = 1| +m |2 +n |4
-2 4 o

und der Punkt Po (31/-23/-6).

Zeigen Sie, daB P, nicht in E liegt. Geben Sie die Gleichung
einer Geraden an, die durch P, geht und senkrecht zu E ist.
In welchem Punkt trifft diese Senkrechte die Ebene?

A, 51

Zeigen Sie, daB die vier Punkte P, (-1/-1/-1) P_ (-1/0/11),
P3 (-5/-7/-19) und P4 (-34/16/-6) ein Tetraeder bilden.
Bestimmen Sie den Abstand des Punktes P4 von der gegeniiber-
liegenden Tetraederfldche. (Anleitung: Verfahren Sie &hn-
lich wie bei Aufgabe 50)
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3.4 SCHNITTGERADE ZWEIER EBENEN

Auch fiir die gegenseitige Lage zweier Ebenen zueinander

gibt es - wie bei Gerade und Ebene - zwei wesentlich ver-

schiedene Fdlle. Zwei Ebenen konnen sich schneiden oder

parallel sein. Die Parallelitdt enthdalt auch den Sonder-

fall, daB die beiden Ebenen zusammenfallen.

Die beiden Ebenen E1: [
> - = .

EZ‘ rgp=rp+ma,+n, b2 sind dipn und+ﬁur dann parallel,

wenn die Richtungsvektoren 31, 31, a, und b2 komplanar

sind. Wenn diese vier Richtungsvektoren komplanar sind,

[ = ?1 4 mlgl + nlgl und

kann El sogar mit E2 zusammenfallen. Dann muf aber P1 in
E2 liegen und P2 muB in E1 1Tiegen. Diese Bedingung ist
dquivalent mit der Bedingung, daB der Vektor ?2 - ¥y
komplanar zu 31, 31 bzw. 32, Eé ist. Durch zwei Beispiele
sollen diese beiden Mgglichkeiten verdeutlicht werden.

Beispiele:

Gegeben sind die beiden Ebenen

1
a) ?I =|2|+m |3
3

und

—
—
I
PO -
e
+
3
(]
(83
w ey G = e
+
=
~No

Es soll untersucht werden, ob die Gleichungen echt parallele
Ebenen darstellen oder ob es sich sogar um dieselbe Ebene
handelt.

Zunachst muB uberpriift werden, ob die Vektoren

T e

~ O~
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komplanar sind. Dies ist tatsdchlich auch der Fall, weil
die beiden Spatprodukte

a, (b xa,) =13 -2 5| =0
1 =1 Z 1 -2 1

und 3, (B, xB,) = % -% g =0
*VETE Ty B oo

verschwinden. Jetzt muB weiter untersucht werden, ob P2
in E1 liegt. Dies geschieht am schnellsten mit Hilfe des
Spatproduktes

-+ = +> > 1 2 0
a; [by x(rz—rl)] = -i :g :% =84%#0

Der Vektor ?é - ?1 ist nicht komplanar mit 3& und Bi. Er
liegt also nicht in der Ebene El' In diesem Beispiel han-

delt es sich also um zwei verschiedene parallele Ebenen.

Fiir das Beispiel b) wird ebenso verfahren. Es ist

-+ g Ll 1 3 -3

ay (b1 X az} - —i -% ;é =0

und a (B, xb ) = -% —? -? =0
L3R 6 1 -2

31, B, Eé und B, sind also komplanar.
Weiterhin ist

3 B x(FF] = |1 -3 3| =0
1 1 2 4 1 5

Der Vektor ?é - ?i ist auch komplanar zu 31 und Bl' P

liegt also in der Ebene E,. Die beiden Ebenen E; und E2
fallen also zusammen. Die beiden Gleichungen fiir ¥; und F11

stellen ein und dieselbe Ebene dar.

Wenn nun die beiden Ebenen nicht parallel sein sollen,
dann diirfen die Richtungsvektoren gi, El’ 32 und Bé nicht
alle komplanar sein. Nicht parallele Ebenen schneiden sich
in einer Geraden. Zundchst soll nun fiir einen Sonderfall
die Ermittlung der Schnittgeraden zweier Ebenen erklirt
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werden. Als eine der beiden Ebenen wird die x-y-Ebene ange-
nommen. Die Schnittgerade einer beliebigen Ebene des Raumes
mit einer Koordinatenebene nennt man Spurgerade. Gegeben
sei die Ebene E

5 P 3 5
P 1 +m | 2] +n |-1
-2 |-1 3

Es soll die x-y-Spurgerade (d.h. die Schnittgerade der
Ebene mit der x-y-Ebene) bestimmt werden. Die x-y-Ebene
hat die Gleichung z = 0. Daraus ergibt sich als Bedingung
fir alle Punkte der gegebenen Ebene, die in der x-y-Ebene
liegen sollen -2 - m + 3n =0 oder m = -2 + 3n. Man er-
hdlt also eine lineare Gleichung zwischen den Parametern

mund n. Wenn man m = -2 + 3n in die Ebenengleichung ein-
setzt, erhalt man
I 2 3 5
r=11/+(-2+3n) [ 2|+n [-1
-2 -1 3
Nach Umformung und Zusammenfassung ergibt sich
2 -4 14
r=1|=-3|+n| 5
0 0

Dies ist die Gleichung einer Geraden mit dem einen Para-
meter n. Die Gerade liegt in der x-y-Ebene, denn der Punkt
(-4/-3/0) liegt in der x-y-Ebene und der Richtungsvektor
hat die z-Koordinate Null. Er liegt also auch in der
x-y-Ebene. Alle Punkte dieser Geraden liegen aber auch in
der gegebenen Ebene E. Die Gerade ist also die gesuchte
Spurgerade.

Das Beispiel zeigt, wie man allgemein vorgehen kann, um
die Schnittgerade zweier Ebenen zu bestimmen. Aus der
Gleichung fiir die Ebene allgemeiner Lage und aus der Glei-
chung fiir die Koordinatenebene 133t sich eine Beziehung
zwischen den beiden Parametern der Ebenengleichung her-
leiten. Diese Beziehung erlaubt es, einen der beiden Para-
meter zu eliminieren. Man erhdlt dann eine Gleichung mit
einem Parameter. Dies ist die Gleichung der Schnittgeraden.
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Im Folgenden soll nun fiir zwei Ebenen des Raumes in allge-
meiner Lage die Schnittgerade berechnet werden. Mit Hilfe

dieses Beispiels wird dann das allgemeine Verfahren erldu-
tert.

Beispiel:

Gegeben sind die beiden Ebenen

E 1 FI = % + m1 é + n1 —g
1 -2 1

. 2 1 ya
und E..:r.. = [-2] +m 6| +n 1
11 II 3 2 _4 2 -1

Fir alle gemeinsamen Elemente von EI und EII missen die
rechts stehenden Terme der beiden Gleichungen gleich sein:

1 2 2 1 2
+m 3/ 4+n -2 = |-2 6| + n 1
L T 3 4 2|

Diese Vektorengleichung liefert drei skalare Gleichungen

1
1

+m
1 2

mit vier variablen Parametern Mys Nys My und n,. Aus diesen
Gleichungen kann man einen Parameter als Funktion eines
anderen Parameters berechnen, zum Beispiel m = ml(nl).

Mit Hilfe dieser Beziehung kann man durch Einsetzen in die
erste Ebenengleichung my bzw. Ny e1imin1gren. Man erhdlt
dann eine Vektorgleichung mit nur einem Parameter, eben
die Gleichung der Schnittgeraden.

Aus der obigen Vektorgleichung erhdlt man, wenn man noch
entsprechend ordnet, die folgenden Gleichungen:

[TIl- m2“2n2= 1'2“1

3m1 - 6m2 - n, -3 + 2n1

-2m1 + 4m2 + n, = 2 - ny

Nach der Cramer'schen Regel wird my berechnet:
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1-2n1 -1 -2
-3+2n1 -6 -1
2-n 4 1 -3 +n
m, = 1 = L 3= n
1 -1 1
-1 -2
3 -6 -1
-2 4 1

In die Gleichung fiir EI wird nun m =3 - nq eingesetzt.

N i 1 2
r=|1|+ (3-n1) 3|+ Ny -2
1 -2 1

Daraus ergibt sich die Gleichung

. 4 1
r=1{10] + ny -5
-5 3/

Dies ist die Gleichung einer Geraden, der Schnittgeraden
der beiden Ebenen.

AbschlieBend zu diesem Beispiel noch zwei wichtige Anmer-
kungen: 1. Notwendige Voraussetzung dafiir, daB das
Gleichungssystem iiberhaupt nach my aufgeldst werden kann,
ist das Nichtverschwinden der Koeffizientendeterminante

des Systems. Die Koeffizientendeterminante stellt aber

das Spatprodukt der beiden Richtungsvektoren von EII und
eines Richtungsvektors von E; dar. Ist dieses Spatprodukt
nicht Null, dann sind die Vektoren nicht komplanar. Also
schneiden sich die Ebenen. Das Gleichungssystem kann wie

im Beispiel aufgeldst werden. Ist aber das Spatprodukt
Null, so muB sich, sollen sich die beiden Ebenen schneiden,
das System nach Ny aufldsen lassen. Das bedeutet, daR die
Richtungsvektoren von E2 und der andere Richtungsvektor
von E1 nicht komplanar sein dirfen. Das zugehtrige Spatpro-
dukt - es ist gleich der Koeffizientendeterminante des

dann gebildeten Gleichungssystems - ist dann von Null ver-
schieden.

2. In dem System von drei Gleichungen mit vier variablen
Parametern kann jeder Parameter als Funktion eines anderen
Parameters berechnet werden. Fiir die Losung des Problems
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ist es jedoch nur sinnvoll, eine Beziehung zwischen zwei

Parametern, die derselben Ebenengleichung angehtren, her-
zustellen; d.h. also zwischen my und " oder zwischen m,

und n,.

3.4,1  AuFGABEN

A. 52
Die Ebene E ist bestimmt durch ihre Spurgeraden
% o 1 i o o
r=|0|+m|O und r = |O| + n | 2| . AuBerdem ist die
1 3 3 3
P 7 2
"Gerade g r = |=8| + t |-4 gegeben.
19 3

a) Um welche Spurgeraden handelt es sich?
b) Geben Sie eine Gleichung der Ebene an.

c) Bestimmen Sie den Schnittpunkt der Geraden g mit der
Ebene E.

A. 53
Die Ebene E;ist gegeben durch die Spurgerade
1 2

=
r=\1|+t |-3 und den Punkt Pl (5/5/8). Geben Sie
o] o]

eine Gleichung der Ebene E2 an, die zu der Ebene EI parallel
ist.
A. 54

Gegeben ist die Ebene 51 durch die beiden parallelen
Geraden . 1 P . » 2
Geraden I, = -3 +m (=1 und Loy ™ 4| + n |[-1

1 2 3 2
Die Ebene E_ ist durch die ebenfalls parallelen Geraden
5 2 i 2 2
T =11]+ o0 |-1 und r =|12| +p |-1 bestimmt.
TIT 2 2 Iv 7 2

Bestimmen Sie die Gleichung der Schnittgeraden von E_, mit

Ez. Wie liegt diese Gerade? A




79

A. 55
Gegeben sind die drei Ebenen EI' Ez und EB'
3 1 2
-
E1 r= 2 +m |0 +n |4
-2 3 1
3 5 10 (o)
E2 r=1|4|+o0 (12| +p |-4
5 15 5
5 6 4 3
E3 r=|2|+r (12| + s |4
7 =3 4
Untersuchen Sie die Lage der Ebenen E2 bzw. E3 in bezug
auf E .
1
A. 56

Gegeben ist die Ebene E; durch die drei Punkte P, (8/2/-4),
P2 (18/9/-13) und P3 (4/-5/-1). Bestimmen Sie die Schnitt-

1 2 -1

=
gerade von E, mit der Ebene E_: r = |2| +m 3| +n |=2
4 é 2 -1 1

A, 57
Gegeben ist die Ebene 31 durch ihre Spurgeraden
5 5 5 N -2 3
r=|0|+t|0O und r = |=1| +p |-1 und die Ebene E2
0 2 o o
N 3 1
ebenfalls durch ihre Spurgeraden r = | O| + o0 | © und
e 3 -1
r=|-1| +u 2| . Bestimmen Sie die Schnittgerade der
0 o

Ebenen.
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3.5 NORMALENFORM DER GERADEN- UND
EBENENGLEICHUNG

Bisher sind die sogenannten Parameterformen von Gerade und
Ebene behandelt worden. Die Angabe der Geraden- bzw.
Ebenengleichung in dieser Form bietet sich an, wenn die
Gerade festgelegt ist durch einen Punkt und einen Rich-
tungsvektor oder durch zwei Punkte bzw. wenn die Ebene
“gegeben ist durch einen Punkt und zwei verschiedene Rich-
tungsvektoren oder durch drei Punkte. Man kann eine Gerade
bzw. eine Ebene auch festlegen durch den sogenannten
Normalenvektor. Dies ist ein Vektor, der senkrecht ist

zu der Geraden bzw. zu der Ebene.

Beginnen wir mit der Ebene. Es gibt unendlich viele Ebenen,
die zu einem bestimmten Vektor senkrecht sind. Die Ebenen
sind alle untereinander parallel. Zur eindeutigen Festle-
gung einer Ebene bendtigt man dann noch einen Punkt, durch
den die Ebene laufen soll. Eine Ebene kann also eindeutig
festgelegt werden durch einen Punkt und den Normalenvektor
der Ebene. Der Normalenvektor ist ein freier Vektor. Er
ist senkrecht zu jeder Geraden, die in der Ebene liegt.

Eine Raumgerade kann auf diese Weise jedoch nicht eindeutig
festgelegt werden, weil es zu einer Geraden unendlich

viele Normalenvektoren (verschiedener Richtung) gibt und
weil es umgekehrt auch zu einem gegebenen Vektor unendlich
viele Geraden gibt, die senkrecht sind. Beschrinkt man

sich jedoch nur auf eine Ebene, zum Beispiel die x-y-Ebene,
so gibt es nur eine einzige Gerade, die durch einen Punkt
geht und dazu noch senkrecht ist zu einem gegebenen Vektor.

Wird nun eine Gerade bzw. eine Ebene festgelegt durch einen
Punkt und einen Normalenvektor, so haben die daraus sich
ergebenden Gleichungen fiir die Gerade bzw. fiir die Ebene
die gleiche Form. Gerade und Ebene werden daher gleichzeitig
nebeneinander behandelt.

Wenn Fl der Ortsvektor des Punktes P1 und r der Ortsvektor
eines beliebigen Punktes P von der Geraden bzw. von der
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Ebene ist, dann liegt der Vektor r - ?i auf der Geraden
bzw. in der Ebene. Der Normalenvektor soll mit n bezeich-
net werden. Die beiden Vektoren r - ?i und R sind senkrecht

zueinander. Das Skalarprodukt (¥ - Fi)ﬁ hat also den Wert
Null.

(F-¥)M=0
oder rn- ?1 n=0
Das Produkt Flﬁ ergibt eine Zahl D, sodaB man schreiben

kann ¥ n - D = 0. Alle Punkte der Geraden bzw. der Ebene
missen dieser Gleichung geniigen. Die Form der Gleichung
ist, wie schon erwdhnt, fiir Gerade und Ebene gleich und
heiBt Normalenform. Die Normalenform ist parameterfrei.

Der Normalenvektor der Geraden soll R = (g) sein. Durch
Einsetzen und ausrechnen erhdalt man

A
(3) (g) - D=0

d.h. Ax + By = D

Dies ist bekanntlich die Gleichung einer Geraden in der
x-y-Ebene.

In der gleichen Weise erhdlt man fiir die Gleichung einer
Ebene

x| [A
¥ |B]|=D=0
Z| |C
d.h. Ax+By+Cz=0D
. A
n =|B| ist der Normalenvektor der Ebene.
C

Allgemein kann also gesagt werden:

Eine Tineare Gleichung in zwei Variablen x und y stellt
eine Gerade in der x-y-Ebene dar und eine lineare Gleichung
mit drei Variablen x, y und z stellt eine Ebene im Raum
dar. Wahrend die Geraden- bzw. die Ebenengleichung in der
Parameterform aquivalent ist mit drei skalaren Gleichungen,
stellt die Normalenform der Geraden- bzw. Ebenengleichung
eine einzige skalare Gleichung in den Koordinaten dar.
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Alle bisher besprochenen Probleme - Charakterisierung der
gegenseitigen Lage von Geraden und Ebenen oder Bestimmung
der Schnittgebilde von Geraden und Ebenen - lassen sich
auch 1dsen, wenn die Geraden bzw. die Ebenen in der Norma-
lenform gegeben sind. Vielfach lassen sich derartige Auf-
gabenstellungen in der Normalenform sogar noch eleganter

- weil mit geringerem Rechenaufwand - 16sen. Dariiberhinaus
ermoglichen die Normalenformen die Behandlung und Losung
weiterer Probleme wie zum Beispiel Abstandsberechnungen
und die Ermittlung des Schnittwinkels zweier Ebenen. Des-
halb ist es hdufig zweckmdBig, eine in der Parameterform
gegebene Gleichung von Gerade bzw. Ebene in die Normalen-
form umzuformen.

Im folgenden wird nun erkldart und an Beispielen erldutert,
wie man von einer Parameterform der Geraden- bzw. Ebenen-
gleichung zu einer Normalform der Geraden- bzw. Ebenen-
gleichung gelangt.

Sind die Gleichungen ¥ = ¥, + t 3 bzw. ¥ = Fp+md+nB
gegeben, so kann man immer so vorgehen, daB aus den

entsprechenden skalaren Gleichungen die Parameter eliminiert

werden und eine Gleichung in x, y bzw. in x, y, z herge-
stellt wird. Ein Beispiel mag geniigen, um das Verfahren

zu erklaren.

Gegeben ist die Ebenengleichung in der Form

3 2 -1

Y= 1(-1]+m| 1| +n |1

2 -3 3
das heiBt x = 3+ 2m - n
y=-1l+ m+ n

Z= 2=3m+ 3n

Aus den beiden ersten Gleichungen ergibt sich

_ 1 1 2 1 2
m=zx+zy-x% und n = "3 Xxtzy+

wj o

Wenn m und n in die dritte Gleichung eingesetzt werden,
erhdalt man
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2X ~y+z=29
2 -
oder -1lr-9=0
1

Dies ist die Normalenform fiir die gegebene Ebene. Ein
anderes Verfahren fiihrt schneller zum Ziel. Man berechnet
zundchst einen Normalenvektor fiir die Gerade bzw. fiir die
Ebene. Mit diesem wird dann die Geraden- bzw. Ebenenglei-
chung skalar multipliziert. Fir die Gerade ¥ = (_;) +t (g)
ist zum Beispiel 0 = (_g) ein Normalenvektor, weil das
Skalarprodukt (g) {_g) = 0 ist.

Wenn man die Geradengleichung skalar mit n multipliziert,
erhdlt man deswegen

(SIF= (] (D)7

oder 3x=-2y=1

Im Fall der Ebene ist das Vektorprodukt 3 x B der beiden
Richtungsvektoren der Ebene ¥ = ?1 +m3+nbein Vektor,
der senkrecht zu 3 und senkrecht zu B ist. 3 x B ist also
ein Normalenvektor der Ebene.

3 2 -1

Fiir das Beispiel ¥ = |-1| +m| 1| +n | 1

2 -3 3
.. 2\ (-1 2 -1 8y 6
ist n=axb=|1|x{1l=|1 1%, |=|-3
30\ 3] -3 3 @ 3

6 N 6 3
Dann ist =3}r = |-3|.:{-1| = 27
3 3 \ 2

Eine Division durch 3 ergibt vollige zahlenmdBige Uberein-
stimmung mit dem oben bereits berechneten Ergebnis:

2 -

~1lr=29

1

Ist die Aufgabe gestellt, fiir eine in der Normalenform ge-
gebene Gerade bzw. Ebene eine Parameterform anzugeben, so
kann man fiir die Gerade zwei Punkte bestimmen, die der
Geraden angehoren und fiir die Ebene drei Punkte ermitteln,
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die in der Ebene 1liegen. Dann ist es leicht, mit Hilfe
dieser Punkte die Parameterform der Geraden bzw. der Ebene
anzugeben. Wie angedeutet, soll hierauf nicht naher einge-
gangen werden.

3.6 ABRSTANDSBERECHNUNGEN.
HESSESCHE NORMALFORM

Im folgenden sollen nun Probleme behandelt werden, fiir
deren LOsung die Normalenform der Geraden- und Ebenen-
gleichung bendtigt wird. Ein solch typisches Beispiel

ist die Bestimmung des Abstandes des Nullpunktes (Koordi-
natenursprunges) von einer Geraden bzw. von einer Ebene.
Der Abstand wird gemessen auf einem Lot vom Nullpunkt zu
der Geraden bzw. zu der Ebene. Der Normalenvektor wird
durch den Nullpunkt gelegt und fd11t dann auf das Lot.

Y n
ﬁ
d 7, LA
Abb.1 =P X
AN P
P
Abb.2
'r’
d ¥
ry
0

Aus den peiden Darstellungen kann man ablesen
d = l?ll cos a(?l, n)

Nun ist aber n ?1 = !ﬁ}|?l| cos 5{?1 ﬁ) 2 |H| d
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Daraus ergibt sich fiir d
> -

>
>
d = L n® r

> 1
RO ist der Einheitsvektor von n. Daher heiBt n° Normalen-
einheitsvektor.
Das Skalarprodukt n Fl und damit auch das Produkt
no ?& = d kann positiv oder negativ sein. Es ist positiv,
wenn cos z(ﬁ, ?1) >0 ist. Dann ist der Winkel zwischen
Fl und i kleiner als 90°. Der Normalenvektor n zeigt dann
vom Nullpunkt zur Ebene. Ist aber H'Fi < 0 also auch
cos a(m, ?1) < 0, dann weist i von der Ebene zum Nullpunkt.
(siehe Bild 3)

Der Normalenvektor n wird

P nun so orientiert, daB er
b vom Nullpunkt zur Ebene
1 bzw. zur Geraden verladuft.
v A
d ry
Abb.
0 b.3
n

Dann ist das Skalarprodukt n ?1 immer groBer als Null.
Ebenso ist no Fl =d > 0. Durch d wird dann immer der Ab-
stand der Geraden bzw. der Ebene vom Nullpunkt angegeben.

Zur Berechnung des Abstandes einer Geraden bzw. einer Ebene
vom Nullpunkt geht man aus von der Normalenform

nr-D=0

n wird so orientiert, daB n ?1 =D >0 ist.

Dies geschieht gegebenenfalls durch eine Vorzeichenanderung
der Koordinaten von n. Dann wird diese Gleichung durch |ﬁ]
dividiert. Man sagt, die Gleichung wird normiert. Es ergibt
sich dabei
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Abstandsberechnungen. Hessesche Normalform

-+ > > >
nr nrl
g === E
] In]

oder

Mit no ?1 = d erhilt man

Dies ist die Hessesche Normalform der Geraden- bzw. der
Ebenengleichung. Der Normaleneinheitsvektor n° zeigt vom
Nullpunkt zur Geraden bzw. zur Ebene. Er wird in diesem
Fall Stellungsvektor der Geraden bzw. der Ebene genannt.

Beispiel:

Gegeben ist die Ebene

" 1 3 0
E: r=|1/4+m|{2]|+n [-1
6 2 -2

Welchen Abstand hat diese Ebene vom Nullpunkt?
Ein Normalenvektor der Ebene ist

3 0 3 0 e <2
2| x -1) =19 g e ( 6)

2| |-2| |2 -2 &| |-3

Dann ist die Normalform der Ebenengleichung

-2 N 1 3 0 -2
6| r= l1{+mi|2]+n |-1 6
-2 -3

«3 6 2

-2
Das ist ( 6) r=-14

~3
Es ist D = - 14 < 0. Der Normalenvektor wird entgegengesetzt
orientiert. Wir erhalten dann

2

6|7 =14

3

Diese Gleichung wird jetzt normiert. Dabei erhdlt man
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2
1 > _ 14 _
T—g r——7——d—2
Der Abstand der Ebene vom Nullpunkt ist also 2. Der Vektor
-l 2
7 -6| 1ist der Stellungsvektor der Ebene.
| 3

Die Berechnung des Abstandes eines beliebigen Punktes P0
von einer Geraden g bzw. von einer Ebene E ist ein Problem,
das sich an diese Uberlegungen anschlieBt und nun leicht
10sbar ist. Zur Losung der Aufgabe geht man von folgender
Uberlegung aus: Durch P0 denkt man sich eine Hilfsgerade
bzw. eine Hilfsebene parallel zu der gegebenen Geraden g
bzw. zu der gegebenen Ebene E. Die Hilfsgerade bzw. die
Hilfsebene hat die Gleichung

R >
n® r - no by 0

no ¥y = d, gibt den Abstand dieser Hilfsgeraden bzw. Hilfs-
ebene vom Nullpunkt an. Beziiglich der Lage von P0 und damit
auch der Lage der Hilfsgeraden bzw. der Hilfsebene gibt es

drei Moglichkeiten.

Abb.1

Abb.3

zu Bild 1: P0 und der Nullpunkt liegen auf verschiedenen
Seiten von g bzw. E. d und d0 haben positive
Vorzeichen und es ist d0 > d.




88
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zu Bild 2: Die Hilfsgerade g, bzw. die Hilfsebene E0 liecen
zwischen Nullpunkt und g bzw. E. d und do haben
positive Vorzeichen und es ist d0 < d.

zu Bild 3: Der Nullpunkt liegt zwischen 9% bzw. E0 und g
bzw. E. Jetzt ist d > 0 und dO < 0.

Man sieht nun sehr leicht ein, daR
|4 - dl = le]

den gesuchten Abstand angibt.

Die Differenz do - d = e sagt dariiberhinaus etwas aus iiber
die Lage von P0 in bezug auf die Gerade g bzw. die Ebene E.
Ist e > 0, so liegen Nullpunkt und P0 auf verschiedenen
Seiten von g bzw. E. Liegen der Nullpunkt und P0 auf dersel-
ben Seite von g bzw. E, so ist e < 0.

Aus den bishericen Uberlegungen kann nun das Verfahren zur
Abstandsberechnung angegeben werden: In die Hessesche
Normalform der Geraden- bzw. Ebenengleichung

wr - ?1 = 0 setzt man den Ortsvektor Fo von P  ein.
Da PO nicht auf g bzw. E liegt, ist diese Gleichung nicht

erfiillt. Das bedeutet Nn° ?5 - ?i # 0.

Es ist aber |ﬁ°?b - ?l| = ]do - dll = |e]
der gesuchte Abstand des Punktes P0 von der Geraden bzw.
von der Ebene.

Beispiel:

Gesucht ist der Abstand des Punktes PD (1/4/-2) von der

1 -3 0

Ebene ¥ = |1| + m [-2| + a |-1| (siehe vorangehendes Bei-
6 -2 -2

spiel)

2
Der Vektor -6) ist ein Normalenvektor der Ebene. Die Nor-
3 2
malenform der Ebene ist somit -6) ¥ - 14 = 0. Fiir die
3

2

Hessesche Normalform ergibt sich: % (-6 ¥ -2=0. Der
3

Abstand des Punktes P0 von der Ebene ist demnach




89

1 | 2 1 1
1 | 4l - 2| = ‘_ (-28) - 2| =6
P13 %2 7

P0 hat den Abstand 6. do = -4 und d = 2 haben verschiedene
Vorzeichen. P0 und der Nullpunkt liegen also auf der glei-
chen Seite der Ebene. (Es handelt sich um den in Bild 3
dargestellten Fall).

3.6.1  PUFGABEN

A. 58

Gegeben sind die drei Punkte P; (7/5/8), P2 (11/20/10) und
P3 (1/-16/6)

a) Geben Sie eine Gleichung der Ebene durch Py, Py und Pj3
in der Parameterform an.

b) Geben Sie eine Gleichung dieser Ebene in der Normalen-
form an.

A. 59

Gegeben sind die drei Punkte P; (-1/3), P, (5/=3) und

P3 (6/6).

Geben Sie eine Gleichung der Geraden g durch Py und Py in
der Parameter- und in der Normalenform an. Geben Sie weiter
die Gleichung einer Geraden durch P3 in der Normalenform
an, die a) senkrecht zu g ist, b) durch den Mittelpunkt von

1P2 geht.

A. 60

Gegeben sind die drei Ebenen

P 2 1 3
E, r= |3 +m (2| +n |-1
-5 1 4
EZ - 9% +y + 7z = 12
181
E3 -2 r - 100 = O
-14

Welche Lage haben diese Ebenen zueinander?
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A, 61

Gegeben ist die Ebene 12x - 4y + 3z = 26.
Welchen Abstand hat diese Ebene vom Nullpunkt? Welchen
Abstand hat der Punkt Po (36/-13/19) von dieser Ebene?

A, 62

Gegeben ist der Punkt P, (3/4/4).
Geben Sie eine Gleichung der Ebene durch Pi an, die senk-
recht zur y-Achse ist.

A, 63

Gegeben ist die Ebene E 6x - 2y - 3z = 14.
Geben Sie die Gleichung einer Ebene an, die zu E parallel
ist und von E den Abstand 4 hat.

A, 64

Bestimmen Sie die Eckpunkte und die Lidnge der drei Héhen

des von den Geraden g,: T = ? L = j) r gyt -2x + y = =3
und g,° ; ? = 22 gebildeten Dreiecks.
3.7 BERECHNUNG VON SCHNITTWINKELN

Die Berechnung von Schnittwinkeln, wenn eine Ebene im
Spiel ist, ist ein weiterer Aufgabentyp, fiir dessen L&sung
man den Normalenvektor bendtigt. Diese Aufgaben werden je-
doch auf Aufgaben zuriickgefiihrt, in denen der Winkel zwi-
schen zwei sich schneidenden Geraden gesucht ist. Daher
wird hier diese Aufgabe vorangestellt.

Wenn die beiden Geradengleichungen in der Parameterform
-+ + -+ - - >
9q: rp=rp+ t1 3, bzw. dy: Prpp =ro + t2 a, gegeben
sind, berechnet man den Schnittwinkel mit Hilfe des Skalar-
produktes & - 32 nach der Formel
> >
.. 8 9%
cos #(gy, gp) = cos 2(a;, a,) = 137713—1 .
a.||a
falls die Geraden nicht windschief sind. = L @ 2

Dabei ist cos a(g1 92) > 0. Man erhdlt also stets den
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spitzen Winkel der Geraden.

Liegen die beiden Geraden jedoch in der Koordinatenebene
und sind ihre Gleichungen in der Normalenform gegeben,
so berechnet man zweckmdaBigerweise den Winkel zwischen
den beiden Normalenvektoren mit Hilfe der entsprechenden
Formel - o

> > 172

cos 23("1 nz) = ST

lnlllngl

denn der Winkel zwischen den Normalen zu 99 und 9 ist
genauso groB wie der Winkel zwischen 9 und 9,-

Wenn der Schnittwinkel einer Geraden mit einer Ebene ge-
sucht wird, so muB zundchst definiert werden, was man
unter dem Schnittwinkel in diesem Fall versteht: Der
Schnittwinkel einer Geraden g mit einer Ebene E ist der
Winkel o zwischen der Geraden g und der Projektion g' von
g in die Ebene E.

=)

od

S
e

Sind der Normalenvektor n der Ebene und der Richtungsvektor
2 der Geraden bekannt, so kann der Winkel zwischen 2 und
-

n (= 2, F) berechnet werden. Aus dem Bild ersieht man die
folgende Beziehung:

2 (3, n) = 90° - o

Dann ist cos a(g, n) = cos (90O - a) = sin a

Fir den gesuchten Winkel a gilt also
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Berechnung von Schnittwinkeln

Sy

-
d
-

a

" -+
sin o = cos z(a, n) =

S+

| [3]

SchlieBlich sol1l nun noch definiert werden, wie der Winkel
zwischen zwei Ebenen gemessen wird: Der Winkel zwischen
zwei sich schneidenden Ebenen ist gleich dem Winkel zwischen
den Normalen dieser beiden Ebenen. Fiir den Schnittwinkel o
gilt demnach

nn,

-+ -+
COS o = CO0S a(nl, n2) B e
|n1|i“21

Wie man zu dieser Festlegung des Schnittwinkels zweier
Ebenen kommt, ergibt sich aus rdumlichen Oberiegungen.
Die beiden Ebenen El und E2 sollen sich in s schneiden.
Senkrecht zu dieser Schnittgeraden wird eine Hilfsebene H
gelegt. Diese Hilfsebene schneidet E1 in 9y und E2 in 95-
9, und 9, schneiden sich in s und schlieBen den gesuchten
Winkel zwischen E1 und E2 ein. In dieser Hilfsebene H
1iegen auch die Normalenvektoren ﬁl und ﬁé von E

1 und E2.

E4

2 /

Aus Bild 2 - entstanden aus Bild 1 dyrch Drehung um 90° -
ist zu ersehen, daR der Winkel zwischen 9 und 9o gleich
dem Winkel zwischen ﬁl und 32 ist. Zur Berechnung des
Schnittwinkels zweier Ebenen kann man also die beiden
Ebenennormalen heranziehen.
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2.7.1 AUFGABEN

A. 65

Bestimmen Sie den Schnittwinkel der beiden Geraden 9,
und g, wenn

a) 9, durch P, (1/4/1) und P2 (3/=2/4) und durch P1 und

P (-1/6/2} gehen soll?

3
2 -
b) 9, durch 1 T - 3 = 0 und g, durch r = il * t [
gegeben sind
) g, durch 7 = 2| und g, durch 7 = |
¢c) g, durchr = | | +s _3 und g, durch r = >
gegeben sind.
A. 66
- 1
Unter welchem Winkel schneidet die Gerade r = |-1]| +
2
die x-y-Ebene bzw. die y-z-Ebene?
A. 67 . 6
Welchen Winkel schlieflen die Gerade g r = |0| + t |1
4 4
5 1 1 3
und die Ebene E r = |0| +m |-2| + n 2 ein?
4 4 -4

A. 68
Welchen Winkel schlieft die z-Achse mit der Ebene E
a) 8x -y + 4z = 12

4 -+
b) 7 r-3=0
4
i =2 1 3
c) r = |=2 +m|1| +n |-4 ein?
3 0
A. 69

Berechnen Sie den Schnittwinkel der x-z-Ebene mit der

Ebene E 1

N 3 1 2
a) r=|3|+|0| +n o]
3 4 -3

10

-5
b) =5 r = 30
10

1
2
6
+ t 4
3
t 4
=2




94

A. 70
Bestimmen Sie den Schnittwinkel zwischen den Ebenen El
und E
2

a) EI: dx = 4y + 2z = 9 E2: 2x - 6y + 3z = 7

3V & &5 1 2 1
b) EI: 1\l r-8=0 E2: r=1\2| +m 4| + n (-4

4 i) -3 3
3.8 SCHNITTE VON GERADEN UND EBENEN

(UNTER BENUTZUNG DER NORMALENFORMEN)

AbschlieBend sollen noch einmal Schnittgebilde zwischen
Geraden und Ebenen bestimmt werden, diesmal aber unter
Einbeziehung der Normalenformen der Geraden- und der
Ebenengleichung.

a) Schnittpunkt zweier Geraden (fir einen Sonderfall)

Die eine Gerade 9; soll in einer der Koordinatenebenen,
zum Beispiel in der x-y-Ebene liegen. Man kann ihre
Gleichung dann in der Formn v = D angeben. Die Gleichung
der zweiten Geraden 9, ist in der Parameterform gegeben:
¥ = ?é +t 3. Liegt nun die Gerade g, auch in der
x-y-Ebene, so kann man den rechten Term der zweiten
Geradengleichung in die Normalenform einsetzen. Man erhdlt
dann fiir den Schnittpunkt S

(7, + t  3) =D
Aus dieser Gleichung kann der Parameterwert tS fiir den
Schnittpunkt S berechnet werden

-+ - - -
- nas=
n r2 tS a D

-

h 3 = 0 bedeutet, daB die beiden Geraden parallel liegen.
Ist aber W 3@ # 0, so schneiden sich die beiden Geraden.
Fiir den Schnittpunkt gilt dann
5 ->
re =rp+ tS a
Das gerade beschriebene Verfahren kann man nicht so ohne
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weiteres auf den Fall ilibertragen, daB die in der Parameter-
form gegebene Gerade 95 eine beliebige Raumgerade ist. Es
1@t sich nur dann anwenden, wenn man vor der Rechnung
bereits weiB, daB sich die Geraden schneiden. Dies soll

fur ein Beispiel erldutert werden:

9 |g r-1=0
- 2 1
9, r=13| +t|4
4 2

Zundchst ist zu beachten, daB man einen zweidimensionalen
Vektor - in diesem Fall n - nicht mit dreidimensionalen
Vektoren multiplizieren kann. Die dritte Koordinate von 1
ist 0. Man setzt nun in die Formel ein und erhdlt:

3 2\
1-12 3
- 0 A _ 1-12 .
. 3\ [1 11
2(14
0/\2
Fir t_ = - 1 1dBt sich ein Punkt S mit dem Ortsvektor ?s
2 1 1
ausrechnen: vy = 31 - 4| = |-1
4 2 2

Der Punkt S (1/-1/2) kann aber nicht Schnittpunkt der
beiden Geraden sein. Er miiBte sonst auch auf 91» also in
der x-y-Ebene, liegen. Dies ist aber wegen z = 2 # 0 sicher
nicht der Fall. Die formale Anwendung der Formel fiihrt in
diesem Fall zu keinem Ergebnis. Zur L&sung der Aufgabe

kann man immer wie folgt vorgehen:

Man berechnet in der beschriebenen Weise ts. Dann wird tS
in die Parameterform eingesetzt.

Die Geraden 91 und 9 schneiden sich dann und nur dann,
wenn der Punkt, den man erhdlt, in der Koordinatenebene
Tiegt. Dieser Punkt ist dann der gesuchte Schnittpunkt.
Er ist gleichzeitig der Spurpunkt von g,. Ist der ermittel-
te Punkt aber nicht Spurpunkt, so sind gy und g, windschief.

Sind beide Geradengleichungen in der Normalenform gegeben,
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so erhalten wir zwei Koordinatengleichungen. Das ist ein
Gleichungssystem mit zwei Unbekannten.

Beispiel:
1] e 2l 2.
gl- _2 r_ll g2- [3 r"l
997 X - 2y = 11
95 2x + 3y = 1 Koy 5 P =™ 3

S = (5/-3) ist der Schnittpunkt der beiden Geraden.

b) Schnittpunkt einer Geraden mit einer Ebene.

Um den Schnittpunkt einer Geraden g mit einer Ebene E

zu bestimmen, wenn die Gefadeng1eichung in der Parameter-
form, die Ebenengleichung in der Normalenform gegeben
sind, benutzt man wieder das Einsetzungsverfahren

g: ¥ = ?1 +t3 E: nr-D=0
>, -
n(r1 + ts a) -D=20
D‘H?l S S
Man erhdlt t = wennnas#?0
S > >
na
- - -
und rs =T + tS a

Dabei darf n 3 nicht Null sein. Das ist aber gerade dann
der Fall, wenn a senkrecht ist zu n. Die Gerade g ist
parallel zur Ebene E oder Tiegt in der Ebene. Die Gerade g
liegt - na=0 vorausgesetzt - in der Ebene, wenn ?1 die
Ebenengleichung erfiillt, der Punkt P1 also in der Ebene
liegt. Auf die Eingangsbemerkung, daB sich unter Anwendung
der Normalenform bei manchen Problemen sehr rasch ein
Uberblick gewinnen 1d@Rt und daB auch die Rechenverfahren
schnell zum Ziel fiihren, sei hier noch einmal hingewiesen.

Ist auch. die Geradengleichung in der Normalenform gegeben,
so liegt ein Sonderfall insofern vor, als die Gerade einer
Koordinatenebene angehort. Zur Berechnung des Schnittpunk-
tes bestimmt man die Spurgerade der Ebene und dann den

Schnittpunkt von g mit dieser Spurgeraden. Zur Erlduterung
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des Verfahrens wird ein Beispiel gerechnet:

3

Die x-y-Spurgerade der Ebene heift l_ﬁ
also - 2x + 4y =6

Die Gleichung der Geraden in der Koordinatenform ist
- 2x+ 3y =3
Daraus ergibt sich flr den Schnittpunkt S = (3/3/0)

Auch wenn die Geradengleichung in der Normalenform und die
Ebenengleichung in der Parameterform gegeben sind, bestimmt
man zundachst die Spurgerade der Ebene. Dann berechnet man
den Schnittpunkt dieser Spurgeraden mit g.

Auch hier ein Beispiel:

-

. 2 4 2
r-3=20 E: r=1|3]+m|l| +n [-1
2 3 1

-5
g: l 3

Fir die x-y-Spurgerade ist z = 0. Also 2 + 3m + n = 0.
n=-3m- 2 wird in die Ebenengleichung eingesetzt. Fiir

-2 -2
5|+t | 4
0 0

Wird ny in die Geradengleichung eingesetzt, so ergibt

sich eine Bestimmungsgleichung fir t:

ER[E

Der Schnittpunkt ist dann der Punkt S = (0/1/C).

die Spurgerade ergibt sich ?xy

-2 _ < _
+ tS l 4[] - 3 =0 Man erhilt ts = -1

¢) Schnittgerade zweier Ebenen

Fiir die Schnittgeradenbestimmung sind zwei Fdalle zu disku-
tieren: 1. Eine Ebene ist in der Normalform, die andere
Ebene ist in der Parameterform gegeben. 2. Beide Ebenen
sind in der Normalenform gegeben.

Zu 1. Eai? i P D =

—
s+ oY
U )

- =
= rz +m + nb
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Man wendet in diesem Fall das Einsetzungsverfahren an und
erhdlt eine Gleichung fiir m und n aus der sich ein Para-
meter eliminieren 1dRt.

N, Fo +mn, a3+ B-D=0

nyrp+mn; a+nn =

D-n, r,-nn, B
m = 1+ 2+ 1 wenn 31'3 #0
n, a
1

m wird in die Parametergleichung eingesetzt. Das Ergebnis
ist die Gleichung der Schnittgeraden mit dem Parameter n.
Es diirfen nicht beide Skalarprodukte ﬁl 3 und ﬁi B ver-
schwinden, wenn sich die beiden Ebenen in einer Geraden
schneiden sollen. Sind aber diese beiden Produkte Null,

so sind die beiden Ebenen parallel. Gilt dann noch

ﬁl ?2 - D=0, so liegt P2 in El' Die beiden Ebenen fallen
also zusammen.

Zu 2: Gegeben E1:

n

-

EZ' n2 2

Sind die Vektoren Hl und ﬁz nicht kollinear - die beiden

=0

17D
- D

=+ s

= 0

Ebenen waren sonst parallel oder fielen zusammen - so fiihrt
der einfachste Weg zur Bestimmung der Schnittgeraden iiber
die Berechnung der jeweiligen Spurgeraden in zwei Koordi-
natenebenen. Die Spurgeraden schneiden sich in je einem
Punkt. Die Verbindungslinie der beiden Spurpunkte ist die
Schnittgerade der beiden Ebenen.

AbschlieBend zwei Beispiele:

1
Zu 1:  Gegeben: E1 2) F-9=0
-1
P 2 1 2
E2 r=13+m(3]+n |-1
1 5 &
Man berechnet
9 -7 - n(-4)
m = =1+2n
2
Damit ergibt sich die Schnittgerade
5 2 1 2 2 3 4
r=13+|3|+n|6/+n (-1 =(6l+n]|5
1 5 10 4 6 14
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2
Zu 2: Gegeben: E, 2)?’- 8
]
1 =
E 3| r -6
2 11

Die x-y-Spurgeraden sind

2 -
2|lr-8=20
0
Daraus erhdlt man das Gl
2x + 2y - 8 =
X+ 3y - 6 =

mit der Losung x = 3, y

59 (3170}

Die x-z-Spurgeraden sind
2\ . {1
Ol r-8=0 wund | O
-1 \-1

Als Losung des Systems

2x -=z-8=0
X=-z2-6=0

erhalt man x =2, z =
52 (2/0/-4).

Die Verbindungsgerade der beiden Schnittpunkte ist die

gesuchte Schnittgerade:

3 -1
? = 1/+t |-1
0 4

=0

=0
1 ->

und |3|r-6=20
0

eichungssystem

0

0

n

1; also den Schnittpunkt

F-6=0

-4; also den Schnittpunkt
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3,8.1 AUFGABEN

A. 71

Untersuchen Sie, ob sich die Geraden g, und g, schneiden.
Berechnen Sie gegebenenfalls die Koordinaten des Schnitt-
punktes S.

a) g,: f r=5 g, T = _j] + t _2
b) g, |2 F-6 7, ;gi_j o -g)
c) g,: =2x+ 3y =4 g, T o _g & _é_

2
d) g,: 2x + 3y = 3 gyt _g) ; - 15 =0
R 72

Untersuchen Sie die Lage der Geraden g zu der Ebene E.
Bestimmen Sie falls mdglich, den Schnittpunkt und den
Schnittwinkel der Geraden g mit der Ebene E.

=3 2 -1
- =
a) g: r=|=2|+ ¢t 2 E: |-4| r=20
5 -1 3
1 4 4
=+ -
b) g: r=|0|+ ¢t [=3 E: |[-3| r=1
2 7 7
3
c) g: =-x+ 2y =6 E;: 2 r+2=0
-4
N 4 3 5 1 3 4
d) g: r=|2|+ ¢t 1 E: r=|1|+m Il +n (-2
5 -2 1 -2 3
- 7 2 4
el g: x -2y =1 E: r= |14+ m |0O| +n |3
2 3 1
A. 73

Bestimmen Sie die Schnittgerade der Ebene E

i -1} -3 5
r = 3| +m 4| + n | -4 mit der Ebene 52
-2 3 -3

3

-
3| r = 2. Welche besondere Lage hat die Schnittgerade ?
1
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A. 74 3
+
Wo liegen die gemeinsamen Punkte der Ebenen EI 4 r=25
2\ 1
und E -1l r=-472
¢ s

A. 75

Bestimmen Sie den Schnittpunkt der Ebenen El' E2 und E .-

i 2 1 2
EJ: r = 5| + m 1|+ n 2
-3 -3 -1
3 =
E,: 1| r= 17 E,: 2x -y + 3z + 4 =0
2 3
3
A. 76

Geben Sie die Gleichung einer Ebene an, die parallel zu

der Ebene E T = 6 ist und durch den Punkt P (2/7/-4)

w N oy

geht.
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4 LOSUNG VON GLEICHUNGSSYSTEMEN
DETERMINANTEN., CRAMERSCHE REGEL

Einige Probleme in den vorangehenden Kapiteln fiihrten auf
Tineare Gleichungssysteme mit zwei oder drei Unbekannten.
Solche Systeme konnen mit Hilfe von Determinanten geldst
werden. Auch einige Operationen konnten mit Hilfe von
Determinanten in Ubersichtlicher und einprdagsamer Weise
dargestellt werden. In diesem Kapitel soll daher eine
Einfiilhrung in die Theorie der Determinanten erfolgen.
Theorie und Kalkil der Determinanten werden allerdings nur
so weit aufgebaut, wie es fiir das Verstdndnis der Voraus-
setzungen und Anwendungen in diesem Heft notwendig ist.
Daher wird auch nur an einigen wenigen Stellen ein Ausblick
bzw. ein Hinweis auf Allgemeingiiltigkeit gegeben.

4,1 LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME MIT ZWEI
UNBEKANNTEN
/WEIREIHIGE DETERMINANTEN

Zwei lineare Gleichungen mit zwei Unbekannten bilden ein
Gleichungssystem. Das Gleichungssystem

Ay Xy Tilyn Xp Eiy
L M B Rl
mit den beiden Unbekannten Xq und X5 hat die Losung

&y G5 = Ly B4y
Xl—

11 Bop = Bqg By

s By ~ Gy, B3

und x2 =
B4q Rgp = Byp Bgy

Dabei muB der Nenner a17 8pp " 8yp Ay # 0 sein.

Die Losung des Systems kann mit Hilfe des Determinanten-
kalkiils anders geschrieben werden.
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Man bezeichnet das Symbol

a1 %12

%21 %2
als zweireihige Determinante und versteht darunter eine
Zahl, die wie folgt berechnet wird:

i e -

5 4 11 =22 12 521

21 22
Die horizontal nebeneinander stehenden Zahlen in einer
Determinante bilden eine Zeile. Die vertikal Ubereinander-
stehenden Zahlen bilden eine Spalte. Die zweireihige
Determinante hat zwei horizontale Reihen, also zwei Zeilen,
und zwei vertikale Reihen, also zwei Spalten. Eine Deter-
minante ist immer ein System, in dem die Zahlen quadratisch
angeordnet sind. Die zweireihige Determinante setzt sich
aus 4 Zahlen zusammen. Diese Zahlen nennt man Elemente.
In das quadratische System lassen sich zwei Diagonalen ein-
bringen: die Diagonale von 1inks oben nach rechts unten
und die Diagonale von rechts oben nach 1links unten.

Die Diagonale von 1links oben nach rechts unten nennt man
Hauptdiagonale, die Diagonale von rechts oben nach 1inks
unten nennt man Nebendiagonale. Zur Berechnung der Deter-
minante bildet man das Produkt der beiden Elemente der
Hauptdiagonalen und subtrahiert das Produkt der beiden
Elemente der Nebendiagonalen. Also:

ot oL

5 5 11 *22 12 ~2l

2l ~le

Nach diesen Erkldrungen kann man nun leicht nachrechnen,
daB die Losung des Systems

BT N Rip Bg < 8§

1 X1 T2 %75
wie folgt geschrieben werden kann.
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Zweireihige Determinanten

“. B s |

MO | e S s S 2
33 22| D 47 3z D
A9 B9y 931, ‘@5

Dabei muPR die Nennerdeterminante
a a
D= 11 12 # 0 sein.
851 %92
Die Nennerdeterminante wird aus den Koeffizienten der
Variabeln gebildet. Sie heiBt deshalb Koeffizientendeter-
minante und wird Uiblicherweise kurz mit D bezeichnet.

Die Determinanten im Zdhler erhdlt man, indem man jeweils
eine Spalte der Koeffizientendeterminante durch die
freien Koeffizienten 1 und c, ersetzt. In D1 ist die erste
Spalte, die aus den Koeffizienten von Xq gebildet wird,
und in D2 ist die zweite Spalte, die aus den Koeffizienten
von X, gebildet wird, ersetzt worden. Diese Regel nennt man
Cramersche Regel.

Beispiel:
2x1 - x2 =
Xy + 4x2 = 14
1 -1 2 1
14 4 4 + 14 1 14 28 -1
x1= —] =2 )(2= — =3
2 -1 8+ 1 2 -1 8 +1
1 4 1 4

Die beiden linearen Gleichungen eines zweireihigen Systems
konnen geometrisch als die Gleichungen von zwei Geraden
aufgefaBt werden. Die L&sung des Systems ergibt die Koor-
dinaten des Schnittpunktes der beiden Geraden. Wenn

D =0 ist, 18Rt sich das System nicht 16sen. Die beiden
Geraden sind dann echt parallel (keine Ldsung) oder fallen
zusammen (es gibt dann o' Losungen).
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4.2 DETERMINANTEN DRITTEN GRADES

Ziel ist es nun, den Determinantenbegriff so zu erweitern,
daB sich auch Systeme mit mehr als zwei Variablen nach
derselben Methode 16sen lassen.

Die Verallgemeinerungen und Definitionen werden in diesem
Heft nur fir die dreireihige Determinante getroffen. Das
lineare Gleichungssystem von drei linearen Gleichungen mit
drei Unbekannten soll dann mit Hilfe dreireihiger Determi-
nanten geldst werden.

Die Koeffizienten in dem System
By, Bp T8 Rg By Xy B Gy
Paq. By Ti9gp Ay tilgn Ky T 65
81 %y Vilgo Ry Filgp X4 = iCh

bilden die dreireihige Koeffizientendeterminante

211 %12 %43
D= lay 2 a3
831 933 933

Die dreireihige Determinante ist also aus 9 Elementen
zusammengesetzt, die in drei Zeilen und in drei Spalten
ungeordnet sind. Die beiden Diagonalen in der Determinante
nennt man - wie schon bei der zweireihigen Determinante -
Hauptdiagonale und Nebendiagonale. Die Regel von Sarrus

gibt an, wie eine dreireihige Determinante ausgerechnet
wird. Man schreibt die beiden ersten Spalten rechts neben
die Determinante. Dann entstehen parallel zu der Haupt-
diagonalen in schrager Richtung noch zwei Reihen mit jeweils
drei Elementen. Man bildet nun das Produkt der drei in der
Hauptdiagonalen stehenden Elemente und addiert dazu die
Produkte der drei in den beiden parallelen Reihen stehenden
Elemente. Auch zur Nebendiagonalen gibt es zwei parallele
Reihen in schrdger Richtung mit jeweils drei Elementen.

Von der bisher gebildeten Summe werden nun das Produkt

der drei Elemente in der Nebendiagonalen und die beiden

aus den je drei Elementen der Parallelen zur Nebendiagonalen
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subtrahiert. Die

a —
a2l 22
%11 322 333 * 2)p 3p3 831 + 213 3y 25

T %13 32 831 7 A1) 33 33 - Ap) 3y A4
Bei entsprechender Ubung konnen die Produkte auch berech-
net werden, ohne daB die beiden Spalten noch einmal neben
die Determinante geschrieben werden. Die Regel von Sarrus
gilt nur fiir dreireihige Determinanten. Bei der Berechnung

vier- und mehrreihiger Determinanten muB man anders vor-
gehen.

Die folgenden Sitze werden fiir die dreireihige Determinante
formuliert. Der Beweis erfolgt durch Nachrechnen (Obung).
Die Sdtze gelten auch fiir zweireihige Determinanten und
vor allem auch fiir mehrreihige Determinanten. Da die
Sarrussche Regel jedoch nicht fiir vier- und mehrreihige
Determinanten gilt, miissen zum Beweis der Allgemeingiiltig-
keit dieser Sdtze allgemeinere Methoden entwickelt werden.
Die Herleitung solcher Methoden wiirde in diesem Rahmen

zu weit fiihren. Fiir die dreireihige Determinante geniigt
der Beweis durch Verifikation, das heiBt durch Nachrechnen.
Der Hinweis auf die Allgemeingiiltigkeit mag an dieser
Stelle geniigen.

Satz 1:

Der Wert einer Determinante indert sich nicht, wenn man
die Zeilen mit den Spalten vertauscht. (Man nennt diese
Operation "spiegeln an der Hauptdiagonalen")

1 P By 411 ‘9gy Hay
31 322 3| T (212 ¥y 33
431 %5p A4y 213 Pa3 Aas
Den Beweis dieses Satzes - wie auch der ubrigen Sdtze -

mag der Leser zur Ubung selbst fiihren, indem er die Deter-
minanten ausrechnet und die Ergebnisse vergleicht.
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Satz 2:

Wenn in einer Determinante zwei parallele Reihen (Zeilen
oder Spalten) vertauscht werden, @ndert die Determinante
ihr Vorzeichen. Zum Beispiel:

A1 Byo By 19 Pz P
8gi 895 Sgul == |85 B985 @5y
251 %95 Auy %51 S35 99y

Satz 3:

Eine Determinante wird mit einer Zahl multipliziert, indem
die Elemente einer Reihe mit dieser Zahl multipliziert
werden. Zum Beispiel:

il i 311 %12 M3
N 1857 259 @53l = |83 8pp Ndsg
991 %32 a3 931 %4p W dgp

11 e Ryg
= na21 1'1622 na23
991 Rgp Gy

Umgekehrt kann also auch aus den Elementen einer Reihe
ein Faktor ausgeklammert werden.

Satz 4:

Sind in einer Determinante die Elemente zweier paralleler
Reihen gleich oder proportional, so hat die Determinante
den Wert Null.

991 R By 841 243 A1y
D=1 ap; 35 33| =N |3y 3 33/ =0
Magy B a8y N, o M By

Beweis: Man denkt sich in der rechts stehenden Determinante
die erste und dritte Zeile vertauscht. Nach Satz 2 gilt
dann: D = - D, woraus D = 0 folgt.
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Satz 5:

Ist in einer Determinante jedes Element einer Reihe eine
Summe zweier Elemente, so 1dRt sich die Determinante als
Summe zweier Determinanten schreiben.

411 * o4y 3y 243 41 %2 43 %41 2z 943
321 * %1 32 3| T |21 3y 3| * |y Ay, Ay
431 T @31 33 233 831 432 933 @31 2332 233

Satz 6:

Sind in einer Determinante die Elemente einer Reihe eine
Linearkombination aus den Elementen paralleler Reihen,
so hat die Determinante den Wert Null.

411 312 Mapqtna,, 41 4 My 81 By PRy
921 %2 Mg tNagp| = |81 3y May |+ Ay Ay, Nay,
431 33z Mazy+nag, A3 Ggp: Miay 831 933 Ny

LN . 1\ -
L v

0 0

Satz 7:

Der Wert einer Determinante dndert sich nicht, wenn man zu
den Elementen einer Reihe die mit einem Faktor multipli-
zierten Elemente einer parallelen Reihe addiert.

1. % i3 91 812 313

D= lapy 2y ap3| = |2y 357 293

41 B2 %3 81 By ¥y
921 822 3| * |37 Ay Ay
431 23 233 Widypy Nags 8 84y

1 ] L ]
B4 Vv

D 0
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Satz 8:

Satz 6 ist umkehrbar: Hat eine Determinante den Wert Null,
so sind die Elemente irgendeiner Reihe eine Linearkombina-
tion aus den Elementen paralleler Reihen.

Beweis: (Der Beweis wird fiir die dritte Zeile durchge-

fiihrt)
271 2z %3

Voraussetzung: a91 8xp Az | = D=20
331 Fgp flag

Behauptung: Die Elemente der dritten Zeile sind eine
Linearkombination der Elemente der beiden anderen Zeilen.

Cgq = W By % W 8y
gs = M g5 0 855
829 & M Byq F N 29y

Aus den beiden ersten Gleichungen ergibt sich, wenn

@91 B9 411, By

a a a a a a
a11 a21 £0dst: me 032 %22 (%12 %3
12 22 a11 a21 al1 a21
819 @59 %ip Bgs

Das System ist dann eindeutig 1dsbar, wenn m und n auch die
dritte Gleichung erfiillen.

851 9y 841 %34
d d d d
_1%32 %22 12 332
= B = 8y
811 921 a1 %94
9 Q9 80 %o

Die Gleichung wird mit der Nennerdeterminante multipliziert.
Wenn man dann ausrechnet und umordnet eraibt sich:

911822%33%212%23%31 12138227 327213222 3171222123372 1233270
Der links stehende Term ist D und nach Voraussetzung Null.
Die dritte Gleichung ist also auch erfiil1t. Das Gleichungs-

system ist also 1osbar. Fiir jede andere Reihe kann der
Beweis ebenso gefiihrt werden.
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Satz 9:

Eine Determinante wird durch Entwickeln nach den Elementen
einer Reihe berechnet.

Das bedeutet: Neben der Sarrusschen Regel kann man zur
Berechnung einer dreireihigen Determinante eine andere
Methode anwenden: Man bildet fiir eine Reihe die Produkte
der einzelnen Elemente mit ihren zugehdrigen Unterdeter-
minanten. Die zu einem Element gehdrende Unterdeterminante
entsteht, wenn man in der urspriinglichen Determinante

die Zeile und die Spalte streicht, in der das Element
steht. Die nicht gestrichenen Elemente bilden die Unter-
determinante. Die Produkte der Elemente mit ihren Unter-
determinanten werden addiert, wenn die Summe der Indices
des Elementes gerade ist, sie werden subtrahiert, wenn die
Summe der Indices ungerade ist.

ajl a0 a3 Zu 259 gehdrt die Unterdeterminante:
Aoy 8nn dgq
ol e . .. = 712 %13
1 32 "33 21 4 4
3¢ %33

Das Produkt 351 U21 wird subtrahiert, weil 2 + 1 = 3
ungerade ist.

Entwickelt man die Determinante nach der ersten Spalte,
so erhdalt man:

d a d
- 311 alz a13 - o |22 %23] 21 23|, |21 %22
=|3p1 35 353 ul, 2|, .
231 83y 233 32 233 31 233 31 232

Durch Entwickeln nach der zweiten Spalte erhdlt man:

a a a a a a
D= - ay, 21 a23 ' ay, 1 %3] s 11 a13
451 933 431 933 Ar Boy

Die Richtigkeit 1dRt sich durch Ausrechnen nachweisen.

Wie schon erwdhnt, konnen vier- und mehrreihige Determinan-
.ten nicht nach der Sarrusschen Regel berechnet werden. Hier
ist es dann moglich, die Determinanten durch Entwicklung
nach einer Reihe zu berechnen.
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4,3 LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME MIT DREI
UNBEKANNTEN. CRAMERSCHE PEGEL

Das Tineare System
8y ¥ * 8yp Kyt dym Xa ® O
891 %1 T Bpy Xy + g X3 = o
a31] Xp * a3y Xy * 333 X3 = C3

hat unter der Voraussetzung, daB die Koeffizientendetermi-
nante D # 0 ist, die Losung

€1 Byp g B3 B 43
Gz 9gy 85 A%t S5 Ags
- Gy A9y Eag] Dy B B3 %3 By Dy
24 a7y 433| D a7 332 33| O
A1 8 3 A5y, B Bgy
31 332 233 431 %32 233
a1 %12 ©
821 8
und x3 = 731 “23 “3 = Eﬁ
11 ?p 23| D
@21 Bgp %33
A9 %32 %43

Die Cramersche Regel besagt: Die Unbekannten werden als
Quotienten zweier Determinanten berechnet. Die Nenner-
determinante ist die Koeffizientendeterminante. Diese muB
von Null verschieden sein, wenn das System eine eindeutige
Losung haben soll. Die Zahlerdeterminanten fiir die jewei-
1ige Unbekannte erhdalt man, indem man in der Koeffizienten-
determinante die Koeffizienten der Unbekannten durch die
freien Koeffizienten Cis G und Cq ersetzt. Zur Berech-
nung von X, zum Beispiel muB in der Koeffizientendetermi-
nante die zweite Spalte durch die freien Koeffizienten

C1» Cp» C3 ersetzt werden.
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Auf die Berechnung des Systems fiir den Fall, daB die
Koeffizientendeterminante D = 0 ist, soll hier weiter
nicht eingegangen werden.

Die drei linearen Gleichungen des Systems konnen als drei
Ebenengleichungen aufgefaBt werden. Im allgemeinen Fall
schneiden sich drei Ebenen in einem Punkt. Die Ldsung des
Systems gibt dann die Koordinaten des Schnittpunktes an.
Der Fall D = O beinhaltet Sonderlagen der Ebenen: Es kann
sein, daB die drei Ebenen sich in einer Geraden schneiden
oder daB zwei oder alle drei Ebenen parallel sind oder daB
zwei bzw. alle drei Ebenen zusammenfallen.

Wegen ihrer groBen Bedeutung bei der Berechnung von linea-
ren Gleichungssystemen soll abschlieBend wenigstens teil-
weise die Cramersche Regel hergeleitet werden.

Fir das gegebene System
a1 X1 F e Xt a3 X3 4
91 %+ 89y X5 Boq ¥y < Cy
Bg). Xy ¥ 8gp X5t 839 Xg ¥ Gy
werden Xo und X3 aus den beiden ersten Gleichungen ausge-

rechnet und in die dritte Gleichung eingesetzt. So erhdlt
man eine Gleichung fir Xq-

Aus
L ET S i i e s | ayy; Rardyg Ky S Gypdpy Ky
oder
51 X1tapp Xptang X3 = Co 499 Rgtlgy Xg = Lgmdgg By
a a
erhdalt man, wenn al2 a13 # 0 ist.
27 93
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€F = R Ay 944 a7 & " 8] A

Cy = @ X d a C - a X
Wl D R B L
2 a a 3 a a
12 913 12, #43
A3 €93 Al

Diese Werte werden in die dritte Gleichung eingesetzt.

€ %3 %41 Y3 12 “1)_, |%12 °11
oy 412 %23 llas; a3 , 22 Co| "1ljagp 3pp .
31%1 32 337C3
A1 P33 852 %13
452 923 A55 a3
oder
d d C, a d d d C
a31% a12 a13 ray, c1 a13 - a11 a13 raygy 12 c1 “ay%y
22 %23 2 423 21 923] 322 €2
Durch Umordnen erhdalt man
a a a a a a
< oy a12 a13 P 13 913 ras, 11 %12|) _
o9 @93 o 91 899
a a c, a C d
S i Uk | R B W 1 SRR b B V-
3 a a 32 C a 33 GCa @
92 893 7 853 9 4ap

Dies ist aber nichts anderes als

oder Xq =-—l wenn D # 0 ist.
D

In der gleichen Art und Weise konnen X5 und X3 berechnet
werden. So ist dann die Richtigkeit der Cramerschen Regel
nachgewiesen.

a a
12 %11
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Eine Nebenbemerkung ist noch erforderlich: Es muBte voraus-
412 %13
322 %23
Dies bedeutet keine einschneidende Einschrankung. Man kann

gesetzt werden # 0.

etwa mit der ersten und dritten Gleichung beginnen, wenn
diese Determinante verschwindet. Dann muB allerdings

%2 i3
932 %33
beginnt man mit der zweiten und dritten Gleichung.

# 0 sein. Ist auch diese Determinante Null,

A3 93
952 943
ist dann aber sicher von Null verschieden. Denn wenn alle

diese Determinanten gleichzeitig Null sind, dann ist D = 0.

Es wurde aber D # 0 vorausgesetzt. Fiir die Berechnung von

X5 und X5 gilt abgewandelt entsprechendes.

Drei Beispiele sollen dieses Kapitel abschlieRen.

1. Gegeben 2x1 + 3x2 - 4x3 = 16
3x1 - 4x2 + 3x3 = -3
—4x1 + 5x2 - 2x3 = =2
Es ist
2 3 -4
D=|3 -4 3|=-4(15-16)-3(10+12)-2(-8-9) = -28
-4 5 -2 (Entwicklung nach der dritten Spalte)
16 3 -4
D;= |-3 -4 3| = 3(-6+20)-4(-32-8)-3(80+6) = -56
% & # (Entwicklung nach der zweiten Zeile)
2 16 -4
D= | 3 -3 3| = -4(48-12)+2(6+12)-2(-6-48) = 0
¥ T =2 (Entwicklung nach der dritten Zeile)
2 3 16
D= | 3 -4 -3| = 16+36+240-256+18+30 = + 84
S 12 B 42

(Sarrussche Regel)

Man erhalt: Xq = 2 Xy = 0 x3 = -3
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2. Gegeben - 18x1 - 14x2 + 20x3 = =22
12x1 - 4x2 + 40x3 = 28
= =5

- 6x1 - ?xz + 16x3

In diesem System ist D = D1 = D2 = D3 = 0. Die
Cramersche Regel ist nicht anwendbar. Die drei Gleichun-
gen konnen als Gleichungen von Ebenen aufgefaBt werden.
Wir setzen X] = Xs Xp =Y und X3 = Z. Die Gleichungen
der drei Ebenen in der Normalenform lauten dann

-18

E, 2 ~14| ¥+ 22
20

n
o

12
-4
40

r - 28

1l
o

-6
Fugs -7
16

-
r

+ 5

I
o

Die Koeffizientendeterminante wird aus den drei Normal-
vektoren gebildet. Die Vektoren sind nicht kollinear,
die Ebenen also nicht parallel. Wenn D = 0 ist, miissen
die Normalenvektoren komplanar sein. Es kann nun sein,
daB sich die drei Ebenen in einer Geraden schneiden. Es
kann aber auch sein, daR es keine Punkte gﬁbt, die allen
drei Ebenen gleichzeitig angehoren. Der Leser kann sich
diesen Sachverhalt mit Hilfe von drei Bldttern Papier,
die in geeigneter Weise gehalten werden, klarmachen.

Um festzustellen, welcher Fall vorliegt, wird zuerst die
Schnittgerade zweier Ebenen ermittelt. Dann wird an-
schlieBend die Lage dieser Geraden zur dritten Ebene
untersucht.

Die Schnittgerade von E1 und E2 wird nach der Spurpunkt-
methode ermittelt:
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Der Schnittpunkt der Spurgeraden
- 18x - 14y = -22
12x - 4y 28

ist S, = (2/-1/0).

Der Schnittpunkt der Spurgeraden
- 14y + 20z = -22
- 4y + 40z = 28

ist's , = (0/3/1)

Die Schnittgerade von E1 und E2 ist also

2 -2
r= (-1 +t | 4
E!

Diese Gerade 1iegt entweder parallel zu E3 oder in E3. Sie

kann E3 nicht in einem Punkt schneiden. Dieser Punkt

ware dann der Schnittpunkt der drei Ebenen und das Glei-
chungssystem muBte genau eine Losung haben (namlich die
Koordinaten dieses Punktes). Wir untersuchen, ob der Punkt

-6 2
Sxy = (2/-1/0) in E; liegt. Es ist (ig (—é) -5 =0,

Der Punkt Sxy liegt also in der Ebene. Die Gerade liegt
also in E5. Dazu zeigen wir noch, daf das Skalarprodukt aus
dem Richtungsvektor der Geraden und dem Normalenvektor
der Ebene den Wert Null hat. Es ist [-2 -6

?) -7) = 0.

16
Die drei Ebenen schneiden sich also in dieser Geraden. Es

gibt also unendlich viele Punkte, die gleichzeitig in allen
drei Ebenen Tiegen. (Man sagt, das Gleichungssystem hat
in diesem Fall ot Losungen)
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3. Gegeben

Xl - X2
X1
Xl + XZ
*1

]
=
n

0

Es soll dieses System mit vier Unbekannten berechnet
werden. Dieses Beispiel soll gleichsam als Ausblick
dienen. Es soll zeigen, daB auch in diesem Fall die -
Cramersche Regel gilt. Dariiberhinaus wird gezeigt, wie

man eine Determinante vierten Grades mit Hilfe von
Unterdeterminanten berechnet.

Es ist jetzt:

1,
-1 0
Do |5 g
30
o =
a0
Di= 19 1
00

1 <6
=] A
D=12 ¢
30

1 -1
-1 0
D3= | 2 1
3 0

i ed

I e
Dg= | 2 1
3 0
Die Ldsung
x3 = 2 und

1
O
I
]

1 1
[= RN I s, O =
no

I

O =

1-1-1
+ (-1 0 1] = -3
2 1 1
=-3
1 -6 -1
+1(-1 4 1| =3
2 8 1
1-1-6
+1|-1 0 4 = -6
2 1 9

des Systems ist also Xq = 1, Xy = -1,

x4 = -3,
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LOSUNGEN DER AUFGABEN UND HINWEISE
ZU DEN AUFGABEN

Die Gleichung |3| + IB] = |3 + B| ist im allgemeinen Fall

falsch: Die Summe der Ldngen zweier Dreieckseiten ist grdRer

als die Lédnge der dritten Seite.

Die Gleichung |3] + [B] = |3 + B| ist dann und nur damn
richtig, wenn 3 und B gleiche Richtung und gleiche Orien-
tierung haben.

Die Gleichung |a| - |B] = |3 - B| ist ebenfalls dann und
nur dann richtig, wenn 3 und B gleiche Richtung und gleiche

.

Orientierung haben und |a| > |B]

Wenn die Vektoren a, B, T einen "geschlossenen Streckenzug"
bilden (siehe Skizze), gilt: 3+b+¢=10

. B
c
3
|2+ B =8, |3 - B| =2
=3+, DB=3-B, F=b-¢
R6=3+B+¢, MB=3-5-¢, GE=-3-0

Aufgabe 1

Aufgabe 2

Aufgabe 3

Aufgabe 4

Aufgabe 5
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Q
Aufgabe 6
PQ = ]?1 + ?zl
Z c 0
=/, 1€ +|F,|%-2|F,|F,!cos 130
£
[6)
= i
¥ = 8,17 N
i _,606\
‘e
p PQ = 8,2 cm ]?1+T}2l=8,2N
Aufgabe 7
Die Figur, die durch die Vekto-
ren a0 und BO aufgespannt wird,
ist ein Rhombus. Die Diagonale
im Rhombus ist die Winkelhal-
bierende.
a) |3°| + !Bo| = 2 Aufgabe 8

|30 + Bo| = A +1+2-1+1cos 23, B) dieser Wert
ist nicht immer gleich 2. Anschaulich: Die Lange der
Diagonalen im Rhombus ist nicht gleich der Summe der

Seitenléangen.
b) |3° + BO| = |3°| + |B°| ist dann und nur dann richtig,
wenn a und B gleiche Richtung und gleiche Orientierung

e

haben. (z a, b= 0!)
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Behauptung: P"Q = SR
55 = R

Beweis: ﬁﬁ% AB + —;- BC

PO - $R- %(E'B+I§E+CTJ+[5?\)

nun ist AB + BC + (D + DA = O
also PT}=S"R

B
Ebenso gilt Gﬁ:%@t+%ﬁﬁ
w _ ol o 1
PS = - $P = -(= DA + = AB)
2 2
Gﬁ-ﬁg=%(§t+ﬁb+ﬁ?\+ﬁﬁ)=ﬁ
also QR = PS
g.e.d.
1) 32=350 kann richtig sein
2) 30 =1 ist falsch (1 ist kein Vektor)
3) 30 = - Bo kann richtig sein
4) 3-2=5 ist falsch (siehe 2)
5) |3°| = |BO| ist immer richtig
6) |3°| - |B9|= |3° - BO| kann richtig sein
D R C
1
PB = =
3@
=33
4
1 >
PQ = =
Q 3a+

lw
oy

Aufgabe 9

Aufgabe 10

Aufgabe 11
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1}

|

1

3

L

i M
2 3

4

R teilt DC von D aus im Verhiltnis 4 : 5

LaR+st=m+Llp
2 2
R S Y
23,113,323 1g
3 6 8 9 2
il 1o
=3 a 8 b
-b) -5 +_ -> -E
moa+n c c=m,a+n,
1 1 2 2 1
2/ =my| 7]+ n -1 -1l =m 71 +n
2| e 13 5 Zl.g ¢
=m + 2n1 2 = m2 + n2
2 7m1 - n1 -1 = 7m2 + 2n2
-2 = -9m1 + 3n1 3= -9m2 - 2n2
Das System ist erfillt Das System ist erfiillt
durch my = % n = %— durch my = - 1 n, = 3
8-13.12 ¢--3+38
3 3

Die Aufgabe ergdanzt das Zahlenbeispiel.

N

) iy

w
+
=
oy o}
n
—

Aufgabe 12

Aufgabe 13
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c)

R S A A

a) ﬁ;ﬁ =f,~t; =| 5| -[-3|=[ 8
3 5 {-2

Lo |2y [ |3

ro =\=2| =| 5|=(-7

1 3| |-2

N 2 o1

rpo= (2| - (-3]=[ 1

1 5/ \-4

- )+ %(;:2 - )

1]
.
=0
R B

Allgemeine Losung (kann iiberschlagen werden - die rech-
nerische Losung befindet sich am Ende)
Pls2 und PZSB sollen sich in S schneiden.

& -

Vot =27
> . > 2737°"1
Fy + nqP1Sy = Fpang (03,°0P))=F) + -,

T 47 ,-2F
05 = ?é + n.p3 1 372

> = >
2P2o3 = oty (0553-0Py)=F, + n

2 2

n1 und n2 miussen berechnet werden. Dazu setzt man
Fotro-21 Y +r,-2r

-+ 23 ") % 17vg “ho

|r1+n1~—---——---2 =r,+n,

Daraus erhdlt man die drei Gleichungen

XntXa=2X Xq+X,=2X
5 & 2731 _ < ¥ 1'73 =72
1 1 2 2 2 2
Yoty3=2y, Y1*y3-2y,
Yy, +ny ——=y,+n, ———
1 1 5 2 | 2 >
2,4+2,-22 Z,+2.,-22
273 1 1'°3 =<2
21+n]‘—2 -22+n2

Aus diesen Gleichungen bekommt man ny = %- n2=-§

Es wird nun angenommen, daB sich PISE und P351 in S'

schneiden. Dann gilt W
\ rotra=2ry

._“)’ ~+ . _+
05" = Fy#my PiS, = ¥yemy (03,-0P)) = 7 :

1™

Aufgabe 14
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5 L TqHR,-2r
05" = Fytmy Po3, = Fy#my(03,-0P,) = Fptm, L2 3

3y Fady 5™y .

Durch Gleichsetzen bekommt man

- ++ _2—:~ = +—> _2~>
i R gl Rl

r1+m1 ‘="('3‘|'l'l'l3

Dies ist wieder ein Gleichungssystem mit drei Gleichungen.
2 2

Hieraus erhalt man m = 3 my = I Das heift nun ng=m
und infolgedessen S = S'. Die drei Seitenhalbierenden eines
Dreiecks schneiden sich in einem Punkt. Dieser Punkt teilt
die Seitenhalbierenden im Verhdltnis 2 : 1.

Wenn dieser Sachverhalt - als aus der Elementargeometrie
bekannt - vorausgesetzt wird, kann der Beweis weggelassen

werden. Fir den Schwerpunkt gilt dann die Formel:

= +-;- -2—» = +—+ ++
o g_rZ r3 rl - FytTs r3
173 3
1 i 2 2
o5 =L ||-3] + 5]+ Lz = %- 0
3 1ls 3 k 1 9

S hat die Koordinaten S (§¢0/3).

Es ist |F| = [F) + ?zi = /i22+(-3)2+42 N=13R

i =‘§ I3 3 und ¢ sind kollinear

b) Alle vier Vektoren a, b, ¢, d sind komplanar.

=

lep

a) Wenn x = -8 und z = 6 sind, gilt 3= -,%

b) Aus =0 folgt y =10

WMo

N W =

1
y
-9

~Aufgabe 15

Aufgabe 16

Aufgabe 17



124

Die Zerlegung ist moglich, wenn gilt
F=(ma+nB)N

Daraus ergibt sich

-12 2 -3
1 =m | 3] +n 5
10 -2 2
Man erhdlt m=-3 und n =2

Dann istfa=-3§N und ?b=25)N

2 -3
Mso F=-3|3/N+2]|5]|N
=) 2
a) 3] =9 B] = 9
1 4
by 30-1[3s go-1/7
9 |4 9 |4
= >
a b 4+56-16
c) cos (3, B) = — = = %—i’-—» %3, B =57°
|a| |b] 81
= e &> > 2 -5
a) alb-ab=0 -1 2 =0 g.e.d.
4] |3
L. 1| (6
b) a-+-b=0~+ |2||y|=6+2y+4=0>y=-5
4111

2,
a) cos x(3, B) = + %3y B = 82,450
ves - /8
i 4\ (1 N 2\ (0
b) 3 -8 =[2||0|] =4 Be =|0{[1]=0
* 13/ lo Y 1-2] lo
= 4 e 0
c) cos z(a, ex) = = > (a, ex) = 42
-1
-+ _ o -+ -+ = 0
cos (b, ey) =0 b L ey z.(B, ey) 90

Aufgabe 18

Aufgabe 19

Aufgabe 20

Aufgabe 21
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¢ ist senkrecht zu 2 und

senkrecht zu B.

-2 3
AMlso a - -¢=11]*|y|l=-6+y+52=0
5 z
N d 3
und b-c=]|2|ly|= 12+2y-22=0
~2 z
Es ergibt sich y=-4 und z =2
i > o > gg
a) Es gilt b, = [b| cos z(a, b) = |b| ——
| |b]
> >
= > a'b—)-
b, = [b| cos (3, B)a~ = TgTZ_ a
- - =, 70 HE-—}
ebenso 3, = |a| cos #(a, b)b" = b
’ B2
90 |10 2
b) B”a=_ 5 =2 |1
225 110 2

n

gigé 10
b~ a1 gz 9

2?3x
Aaxb=1|-1 4 8| =

o

3 -2 eZ

¥

alsoa x b istl3a undLbB

A =

ABC PP

12

M=

I
x PrPal FE = 2 -1\x(o] FE = /6 FE

Aufgabe 22

Aufgabe 23

Aufgabe 24

Aufgabe 25



126

3 5 3 5 27 -14 =220
4 (-4| +3| 2||x |2{-4| -4| 2|| = [-10] = [-16] = [-308
1 -3 1 -3 -5 14 =572
(43+3B) x (23-4B) = 6(B x 3) - 16(3 x B) = - 22(3 x B)
3 5 10 -220
= =22 |-4| x| 2] = -22 (14| = [-308
1 -3 26 -572
- -> 3
N ol I S T
Yy Yy 3y Yy ¥y oy Yy Yy
a, bz e, ma, bZ e, a, m bz e,
q.e.d
a) (3 x 8 ) x g =-28 x8_ =¢
X z X y X z
e e = -+ - + - -
b) (e, xe,) x (e + ey) == ey x(e, + ey) =g,
118, ¥
i > > = = e >
c) (e+e,) x (ex+ey) =01 fy = (Ii) =-e, e tE
10e
z
a) (4e -2¢)xe =-2¢ Vektor in y-Richtung
X z X
b) (4 3% -2 32) x 3& =2 Eg + 4 3& Vektor in x-z-Ebene
< > - e " _pi
c) (4 e, -2¢,) x e, ==4 ey Vektor in y-Richtung
3 x B ist senkrecht zu 3, deswegen ist 3(2 x B) = 0 ebenso
ist 3 x B senkrecht zu B, also B(3 x B) =0

Aufgabe 26

Aufgabe 27

Aufgabe 28

Aufgabe 29

Aufgabe 30



127

2 3 1
a) | 3-2 5/ =-19 3, b, ¢ bilden ein Linkssystem
L, & ~Z
1 4 3 .
b) [-2 1 5| =18 a, B, € bilden ein Rechtssystem
-2 1 7
-2 2 4 N 5
a) |7 1-21 =0 a=3B-22¢
1 1 1
2 1 2 .
b) |3 3-3| =- 42 a, B, € sind nicht komplanar
4 -1 2
c) B und € sind kollinear » ¢ = - 2B; 3,B,¢ sind komplanar
3 5 3
a) 4 -2 -1| = - 37 V=37 VE
01 2
4 2 0
b) |-3 3 -2 = 80 V = 80 VE
-1 5 2
> > -2 4
a-b-= 5( (4 =-8+20-3b_=0 bz = 4
-3/ |b, z
3 ist senkrecht Zu b B und 2 x B ist senkrecht zu 3 und zu B
-2 4 ey 32
axb=1|5 4 3 (4)
-3 4 e, 28
(3 xB)-AxB)= (3 xB)% =184 V=182 VE
2 -3 4
a) (PP, xPyP3) « PP =12 5 2] =0
A 3 =B
3 -6 -3
b) (PP, X PPy} PP, = | 3 -6 -1| = 0
172 X P1F3)" PyFy = b

Aufgabe 31

Aufgabe 32

Aufgabe 33

Aufgabe 34

Aufgabe 35



128

a) r=1|-4] +1t|-8
3 -6

b) P3 Tiegt auf dieser Geraden. (t = - 2)

c) Sx

y (1.5/-8/0)5 S, (2,5/0/6); S, (0/-20/9)

91 ist parallel zu 94

9, und 95 fallen zusammen

-2 4
6 4 1
b) y =(=11 +#t |-1] »t=2 undy, = -3, 2, =
2 -2 4 TR
= = = 3
a) Z=0-+t=1 sxy (3/3/0)
-2 > + > -3 e 0
b) 1|=a; cos a(a,ez) =—7j%ae, = 143,3
-3 /1% z

Winkel zwischen @ bzw. g und x-y-Ebene: 53,3°

6 -1
+m | 4/+n |-
-2 5

firm = - % und n = --% ergibt sich P (-4/3/-7) =

S (~1/=3f-1)

6|[-5
4|10
-2/ |-10/ 30

cos ¢ = = Q= ?4,50

/56 /225 15 /s

6

Py

Aufgabe 36

Aufgabe 37

Aufgabe 38

Aufgabe 39

Aufgabe 40
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a) Fir alle Punkte der Geraden gilt z = 0, deshalb Tiegt Aufgabe 41
g in der x-y-Ebene.

b) y==-2x+7

> =1 _ 31 _
c) a-= ( 2) m = = =2
ay
- < = -> -+
r=ry+ma+ n(r2 - rl) Aufgabe 42
2 1 -5
r=|1/+m|-2]+n |0
\—3 1 5

P3 (9/-3/-1) 1liegt nicht in der Ebene
Py (1/3/-4) 1liegt in der Ebene (m = -1, n = 0)

Fiir alle Punkte der x-y-Ebene muB gelten Z = 0. Es gibt Aufgabe 43
beliebig viele Gleichungen, die die x-y-Ebene angeben:

> -5 >
z.B. r=m e, tn ey

=5
oder r

2 1 2
-4 +m (3|+n |-1
0 0 0
Das gleiche gilt fir die x-z-Ebene: y = 0

[
z

= 1 2 7
oder r=|0]l+m|0]+n |0
1 -2 -3

Auch in diesem Fall gibt es beliebig viele Gleichungen:

e -
z.B. r=m ex +n

5 3 0 0

z.B. r=13+mi{0/+n |1
\3 1 0
5 3 0 0
oder r=1{3l4+mi|-1]+n|2
3 4 3

N 2 2 3 Aufgabe 44
r=13]+m|-2]+n|1l
4 0 1
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Die Geraden sind nicht parallel. Sie liegen dann und nur
dann in einer Ebene, wenn sie sich schneiden:
-7 4 -2 -1
-1l +m| 2| = [-3]+n |-2
4 -1 14 4
Die Geraden schneiden sich in S (1/3/2). (m=2 und n =-3)

1 4 -1
Ebenengleichung: F=|3]+ m|2|+n[=-2
2 -1 4

Ebene durch PIPZ und P3:

1 2 0
= Fi + m(?z-?i) + n(Fé-?l) = |-1 tm -6 +n | 1

1 3 -6
Die Gleichung wird nicht durch die Koordinaten von P
erfiillt. P4 liegt also nicht in dieser Ebene.

Ebene durch P2P3 und P4:

4

3 -2 -1

¥ = ?é # m(?é—?é) + n(?@-?z) = |-7|+m | 7|+n| 4

4 -9 -8
2 1 -1
F=14|+mi5|+n (-4
6 2 -4

Der Punkt P, (3/10/6) liegt in der Ebene (m =2, n = 1);
also 9 liegt in der Ebene

2 4 -2 -10 7
-3 +m |1l +n | 1] = (-10] +t | 14|+ S (-6/-2/-6)
-4 2 0 6 -

a) Die Gerade verlauft parallel zur Ebene
b) Die Gerade verlduft parallel zur Ebene

Aufgabe 45

Aufgabe 46

Aufgabe 47

Aufgabe 48

Aufgabe 49
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1 3 33
2 4 -24f =-808 O #PO liegt also nicht in der Ebene.
4 0 -4
1 3 -16 . 31 -16
2] x (4] =| 12 Lot: P = 23|+t | 12
4 0 =2 -6 -2
LotfuBpunkt: L (-1/1/-10)
0 -4 -33 1
1-6 17| = - 2618 Vp == - 2618 VE
12 -18 -5 6
N ! 0 -4
E r=|-1l+m | 1] +n (-6
F1FoPs o] 12 -18
i -34 54
Lot: r.= 16) + t (-48 LotfuBpunkt: L = (-7/-8/-4)
-6 4 '

Abstand d = /1309 LE

a) Gegeben sind die x-z-Spurgerade und die y-z-Spurgerade

L o 1 0
b) r=1{0/+m (0] +n |2
1 3 3
c) S (1/4/10)
R 1 2 4
Eq:or=(l/+m |-3]+n |4
0 0 8
. 2 [2 4
EZ: r=|2|+m (-3 +n |4
4 0 8
3 2 2
Die Schnittgerade k= 2]+t |-1] 1dst parallel zu den
7 2

gegebenen Geraden. Sie fd11t dariiberhinaus auf die Gerade
94+ (Sonderfall)

Aufgabe 50

Aufgabe 51

Aufgabe 52

Aufgabe 53

Aufgabe 54
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E2 liegt parallel zu El; E3 fallt mit E1 zusammen.

YL " 2 . .
sz = (3/0/5) und Sxy = (4/-3/0) sind Spurpunkte der
Schnittgeraden
11
i 4 K3
r=|-3] +t |-3| ist die Schnittgerade
0 &
2
L |7 4 -6
a) r=1|5+m 15/ + n [-21
8 2 -2
12}
b) -4 r =112
6
. gl 6,. (6, = _
GPIPZ. r=( 3} +t (_6), (6) r=12
Gerade durch P, senkrecht zu 9, , : (2) ¥ =72
1"2
Gerade durch P, und den Mittelpunkt von FIPé: (_E) ¥ =12

E1 und E3 fallen zusammen; E2 ist parallel dazu.

12
-4] ¥ = 2 Der Abstand vom Nullpunkt betrdgt 2 LE

1
3 3

13 [
-4 x
3 3 19

Der Abstand des Punktes von der Ebene ist 39,6 LE

_ ol - 1541 26| _ 515

T © iz ® g ¥ 80P

Aufgabe 55

Aufgabe 56

Aufgabe 57

Aufgabe 58

Aufgabe 59

Aufgabe 60

Aufgabe 61
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[1]
Pt
]
———
OO

) ist Stellungsvektor der Ebene

S = (2/1)y & S = (6/2); S = (4/5
9192 . 9193 MBIE 9293 o
14 /I3 7 /5 14 JIT LE
h = LE; h. =——1E; h. =
g 13 9 5 91 17

a) (g, g,) = 128,25°
b) 9, und 9, fallen zusammen

c) 9 und 9, sind senkrecht zueinander

Winkel mit der x-y-Ebene 21,87
Winkel mit der y-z-Ebene 33,85°

21,6°

a) 26,40 b) 26,40 c) 90° (Die Ebene 1ist parallel
zur x-y-Ebene!)

a) Die Ebene ist parallel zur x-z-Ebene
b) 19,47°

a) 25,2° b) 41,82°

Aufgabe

Aufgabe

Aufgabe

Aufgabe

Aufgabe

Aufgabe

Aufgabe

Aufgabe

Aufgabe

62

63

64

65

66

67

68

69

70
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a) 9 und g5 fallen zusammen

b) 99 und 9o schneiden sich senkrecht in (%%'/ - %%)
c) (1/2)

d) (3/-1)

a) S (1/2/3) o = 58,2°
6 51 , 29 0
b) $ e = 90
) S G 7w ) ®
c) S (-2/2/0) o = 41,6°
d) g liegt (echt) parallel zu E
e) S (9/4/0) o = 14°
3 -1 -3 5
3 » 3] +m | 4] +n [-4 =2+n=-1
-1 -2 3 -3
L [-6 -3
r=1|7|+m)| 4] . Die Schnittgerade ist senkrecht zum
1 3

Normalenvektor von E2 und parallel zu einem Richtungsvektor
von El.

-1 7
- ifin : - (A 2z - -
Syy = (FL/2/0)5 S, = (/0735 - ( 2) +t |2

S = (5/8/-2)

6
Die Ebene ist bestimmt durch n = (2) und P (2/7/-4)
3

6
+ |2
3

-

r =14

Aufgabe 71

Aufgabe 72

Aufgabe 73

Aufgabe 74

Aufgabe 75

Aufgabe 76



